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Un repas a les rotacions en baixa dimensio

JAUME AGUADE

Resum: Comencem amb les rotacions de la geometria elemental i les matrius or-
togonals i acabem construint de manera explicita, elemental i autocontinguda els
isomorfismes classics entre els grups d’espinors en dimensié < 7 i certs grups unitaris
o simplectics. La intenci6 del treball és essencialment didactica i es pot llegir com una
introducci6 a la teoria dels grups de Lie compactes.

Paraules clau: rotacio, espinor, grup de Lie, quaternions.

Classificaciéo MSC2020: 22-01, 20G20, 22E15.

1 Presentacio

En aquest treball de caracter elemental —i intenci6 clarament didactica—, es-
tudiarem amb detall les rotacions i els espinors en dimensions menors que
set, i els grups que formen. Abans de comencar, pot ser util incloure uns co-
mentaris adrecats als lectors que ja coneguin la teoria basica dels grups de Lie
compactes. Aquests lectors ja saben que, per a valors molt petits del rang n hi
ha coincideéncies entre els diagrames de Dynkin de les families A,,, By, Cy, Dy,.
Aquestes coincidéncies, juntament amb el teorema que relaciona els grups de
Lie compactes connexos simples amb els diagrames de Dynkin a través dels
seus sistemes d’arrels, impliquen que hi ha isomorfismes entre els represen-
tants simplement connexos d’alguns grups classics de rang petit. Aquests
isomorfismes s’anomenen isogénies esporadiques. Amb aquestes isogeénies, els
grups d’espinors Spin(3), Spin(4), Spin(5), Spin(6) —i només aquests— son
isomorfs a certs grups simpléctics o unitaris.

L’existencia d’aquestes isogénies esporadiques és una conseqiiéncia d’'un
teorema de grandissima envergadura com és el que ens dona la classifica-
ci6 dels grups de Lie compactes connexos simples, pero aquestes isogenies
també es poden construir explicitament per métodes que podriem qualificar
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d’elementals." Son unes construccions que duen sovint P'eufemistic qualificatiu
de «ben conegudes» pero, més enlla del cas de Spin(3), no és facil trobar-ne
una exposicio elemental i completa.

El primer objectiu d’aquest treball va ser construir explicitament aquestes
isogeénies esporadiques i, al mateix temps, repassar certs resultats classics
sobre la geometria de les rotacions en baixa dimensio, pero rapidament ens
vam adonar que, si bé aquestes isogénies eren la nostra Itaca —«sense ella
no hauriem partit»—, tots els paisatges que anavem trobant fent cami eren
potser més interessants que 1'objectiu final. El text va anar adquirint un fort
component didactic, i tal com el presentem ara potser es pot llegir com una
introduccio a la teoria dels grups de Lie compactes, basada en I’estudi concret
de les rotacions en baixa dimensio i la seva relacio amb els espinors.?2

2 Preliminars: parlem de rotacions

Euclides, probablement per evitar les famoses apories del moviment (Zeno,
Aquilles...), intenta desenvolupar tota la seva geometria sense utilitzar mai el
moviment. Tanmateix, no pot deixar de fer-ho (dissimuladament) en algun punt
concret, el més escandalds dels quals és ni més ni menys que la proposicié
quarta del llibre primer: el criteri CAC de congruéncia de triangles. De fet,
aquest criteri és indemostrable a partir dels axiomes d’Euclides: cal incloure’l a
la llista d’axiomes —com va fer Hilbert— o bé disposar d'un grup prou gran
de moviments, és a dir, de les rotacions i les translacions. En qualsevol cas,
d’una manera o d’una altra, el concepte de rotacio és inherent a la geometria
euclidiana i el podem definir com qualsevol transformacio del pla que deixi un
punt fix, conservi la distancia i conservi I'orientacio.

Una conseqiiéncia significativa dels axiomes de la geometria euclidiana és
que podem identificar els punts i les rectes d’Euclides amb els punts i les rectes
de I'espai afi de dimensi6 2 o 3 sobre un cos ordenat arquimedia pitagoric.
Si, a més, volem disposar de tots els angles, de tots els poligons regulars, del
nombre 17T i, en general, si volem poder utilitzar conceptes com continuitat,
connexio i completesa, aleshores aquest cos pitagoric ha de ser el cos real i
hem d’identificar la geometria d’Euclides plana a la geometria afi euclidiana
ordinaria de R?. En aquest context, no és dificil demostrar que una rotacio no és
altra cosa que una aplicacio lineal R: R? — R? que conserva el producte escalar
ordinari i conserva 'orientaci6. Si My és la matriu de R en la base canonica,
R és una rotaci6 si i només si Mg M}i = I (és a dir, si les columnes de Mg (iles
files) son vectors ortonormals) i det(Mg) = 1.

Amb aixo que hem dit, el concepte de rotacié admet una generalitzacié obvia
a l'espai euclidia R" en qualsevol dimensié n. Les matrius reals M que complei-
xen MM! = I s’anomenen matrius ortogonals i, necessariament, tenen determi-

1 Sense algebres de Clifford, algebres de Lie, sistemes d’arrels, teoria de representacions, geo-
metria diferencial, grups de Coxeter, grups de Weyl ni, evidentment, el teorema de classificacio.

2 Quan he impartit cursos sobre grups de Lie he dedicat més temps a treballar «a ma» amb els
grups classics que no pas a fer teoria general. Aquest treball segueix les mateixes idees.
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nant +1. Formen un grup que es designa O(n): el grup ortogonal en dimensio n.
Les rotacions s’identificaran als elements de O(»n) de determinant 1 i formen un
subgrup normal de O(7) que es denota amb SO(n): el grup especial ortogonal.
Si incloem R™ ¢ R'*" com I'hiperpla x; = 0, tindrem una cadena de subgrups

{I} =S0(1) € SO(2) € SO(3) € SO(4) c SO(5) Cc SO(6) C - - -

L’objectiu d’aquest treball és estudiar d’'una manera minuciosa els sis primers
grups d’aquesta cadena i relacionar-los amb els espinors, un concepte que ja
explicarem quan arribi el moment.

La geometria afi sobre els espais vectorials complexos C™ és forca diferent
de la geometria euclidiana, pero també és extraordinariament important. Quan
passem de R™ a C" el producte escalar estandard —que és I’eina basica de la
geometria d’Euclides— s’ha de reemplacar pel producte hermitic:

((U1,...,Un), (V1, oo, Un)) = UV + - - + Uy, € C.

En aquest nou context, les matrius que conserven el producte hermitic de C"

son les que compleixen MM* =1 on M* := M'. S’anomenen matrius unitaries i
formen un grup: el grup unitari U(n). Igual que abans, les matrius unitaries
de determinant 1 formen un subgrup normal SU(n) de U(n) i tenim una
cadena de subgrups

{1} =SU(1) c SU(2) c SU(3) c SU(4) c SU(5) c SU(6) C - - -

Rotacions del pla

La teoria de les rotacions del pla és tan coneguda que potser no ens adonem de
totes les matematiques que hi ha al seu darrere, de la quantitat de matematica
que necessitem per fonamentar-la rigorosament. Caldria parlar, com a minim,
de la teoria geometrica dels angles, de la quadratura de la circumferencia
—Ii, per tant, del nombre 11—, de les funcions trigonometriques, del cos dels
nombres complexos, de la funcié exponencial complexa i de la formula d’Euler.3
Aqui no toca repetir tota aquesta teoria, pero si que en farem un resum rapid:

e Podem identificar els punts de la circumferéncia unitat amb els angles,
que son els elements de R/271Z. Els angles formen un grup abelia amb la
suma.

e Si A € SO(2), existeix un angle 6 unic tal que A = (‘;’;g ’Cgisn09>. El producte

de rotacions planes es correspon amb la suma d’angles.

e Els vectors del pla R? es poden identificar amb els nombres comple-
x0s C, de manera que la circumferéncia unitat S! de R? coincideix amb el
conjunt dels nombres complexos de modul 1: S! = {z € C: zZ = 1}.

3 Podeu llegir, per exemple, el darrer capitol del llibre Matematiques: comenceu per aqui (2024,
accés lliure amb llicéncia Creative Commons), del mateix autor que aquest treball.
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¢ Els nombres complexos de modul 1 formen un grup amb la multiplicacié:
és el grup U(1). Per tant, la circumferéncia S! adquireix una estructura
de grup (abelia) de dues maneres (que son la mateixa): si identifiquem la
circumferéncia als angles, podem considerar la suma d’angles; si identifi-
quem la circumferéncia als complexos de modul 1, tenim el producte de
complexos:

S1=s0(2)=U)=zR/2Z={zeC:]|z|] =1}.

e Si z és un nombre complex de modul 1, la transformacié w — zw és
una rotacio del pla R? (identificat a C). L’angle d’aquesta rotacio és 1'inic
angle 0 tal que z = (cos@,sin@) = e'’. Els nombres complexos ens
permeten donar una forma molt més compacta a I'expressié d’'una rotacio:
una rotacio6 del pla és la multiplicacié per un nombre complex unitari.

Rotacions en qualsevol dimensid

A la vista de tot aix0, podriem pensar que una rotacio a R” deu ser una cosa
ben complicada, i encara més a mesura que n es fa gran. No és aixi: tota rotacio
a R" és simplement una composici6 de rotacions planes en plans ortogonals.?
Més acuradament, es compleix aquest resultat notable:

Si R és una rotacio de R"™, existeix una descomposicio ortogonal
R'=PyLPyL--+1P dim(Py) <1,dimP;=2,i=1,...,k,

tal que R és la identitat sobre Py i R és una rotacio plana sobre cada P;,
i=1,...,k. (Observem que Py = 0 sin és parell i Py = R sin és senar.)

Podem demostrar aix0 d’aquesta manera. Definim S := R + RY, que és una
matriu simetrica i, per tant, sera diagonalitzable. Sigui w un vector propi
de S de valor propi A i considerem el subespai W := (w,R(w)) € R". Si W
té dimensio 1, aleshores R(w) € W i W és estable per R. Si W té dimensio 2,
aleshores Aw = S(w) = R(w) + Rt (w) i, per tant, R?(w) = AR(w) — w, amb la
qual cosa W és estable per R. Hem demostrat que R té un subespai estable W
de dimensi6 1 o 2.

Escrivim ara R"™ = W 1L W+ i procedim per induccio: arribem a la conclusio
que hi ha una base ortonormal de R" en la qual la matriu de R s’expressa en
forma diagonal R = Diag(A4,...,Ak,B1,...,B;), on cada B; és una matriu 2 x 2.
Com que R és ortogonal, A; = +1 i cada B; és també ortogonal. Fent un canvi
de base ortonormal, podem aconseguir que det(B;) = 1. Agrupant per parelles
els —1 també obtenim blocs que son rotacions de 180 graus. Quedara, com a
maxim, un A; desparellat i, com que R té determinant 1, sera A; = 1. O

4 Estem dient que cada rotaci6o de R" és, geomeétricament, un objecte ben senzill perque
es redueix a un producte de rotacions planes; pero no estem dient, ni molt menys, que els
grups SO(n) es redueixin a un producte de grups SO(2)!
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Una mica de topologia

L’estudi de la topologia dels grups U(n) i O(n) té un interes immens, pero aqui
només podem esbossar breument algunes propietats elementals. En primer
lloc, tots aquests grups son, per definicio, grups de matrius (reals o complexes)
i, com que podem identificar I’espai vectorial real My x;,; a R™ i 'espai vecto-
rial complex My, @ RZ™™ tots els grups de matrius hereten una topologia
Hausdorff. A més, com que les operacions de multiplicaci6 i pas a I'invers es
poden escriure a partir de funcions algebraiques i, per tant, continues, podem
parlar de grups topologics.”

També és immediat observar que els grups O(n), SO(n), U(n) i SU(n) son
compactes:5 son clarament tancats perqué estan definits per 'anullacio de
certes funcions algebraiques, i son acotats perque les columnes de les matrius
d’aquests grups s6n vectors unitaris.

Observem que, com a espai topologic, U(n) es pot descompondre com
a S' x SU(n), utilitzant la funcidé que transforma cada parella (z, A) en la
matriu que s’obté multiplicant per z la primera fila de la matriu A. Es una
funcié continua i bijectiva que, com que els espais involucrats sén compactes
Hausdorff, sera un homeomorfisme. Cal remarcar que aquesta descomposicié
no és compatible amb I'estructura de grup de U(n): els grups U(n) i S! x SU(n)
son diferents, pero els espais topologics U(n) i S x SU(n) s6n homeomorfs.

Una eina util per a 'estudi d’aquests grups és la identificacio dels espais de
classes laterals SO(n)/SO(n—1) iSU(n)/SU(n—1) amb esferes. Concretament,
si assignem a cada matriu ortogonal/unitaria el vector unitari format per la
seva primera columna, tenim aplicacions continues exhaustives SO(n) — S*!
i SU(n) — $2"~! que factoritzen per homeomorfismes

SO(n)/SO(n—-1) =S, SUm)/SUn-1) = s> 1,

Aquests homeomorfismes es poden explotar per demostrar inductivament
propietats topologiques dels grups SO(n) i SU(n). Per exemple:

Per an = 1 es compleix que SO(n), U(n), SU(n) son connexos, O(n) té dos
components connexos i SU(n) és simplement connex.

La primera part d’aquest teorema es demostra per inducci6é sobre n, comen-
cant pel fet que SO(1) = SU(1) = {I} i U(1) = S!. Fem-ho amb detall per al cas
del grup de rotacions SO(n), n > 1. Com hem dit abans, tenim una aplicaci6é
continua exhaustiva

f:80(n) — sn!

que, com que els espais involucrats sén compactes Hausdorff, sera també
tancada. Si poguéssim escriure SO(7) com una unié disjunta A U B de tancats

5 De fet, els grups O(n), SO(n), U(n) i SU(n) s6n molt més que grups topologics: sén varietats
diferenciables i les operacions de multiplicacio6 i pas a I'invers son diferenciables. Direm que son
grups de Lie. Pero en aquest text elemental no volem aprofundir en aquesta direccio.

6 Com que tenim una estimaci6é especial pels grups compactes, els distingim usant lletra
negreta.
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no buits, tindriem S*! = f(A) U f(B) i, com que S™"! és un espai connex,
aquesta unio no pot ser disjunta. Si x € f(A) N f(B), considerem X := f~1(x)
iescrivim X = (X N A) U (X N B), que és una uni6 disjunta de tancats de X.
Observem ara que X esta format per totes les matrius ortogonals que tenen
com a primera columna el vector x i aquest subespai és clarament homeomorf
a SO(n — 1), que, per hipotesi d’induccio6, és connex. Arribem, doncs, a una
contradicci6 i SO(n) també ha de ser connex. Pel que fa a O(n), el resultat
és clar perqueé O(n) és unio6 disjunta de dos tancats: SO(n) i el subespai de
les matrius ortogonals de det = —1. Com que aquest subespai és homeomorf
a SO(n), tenim ja els dos components connexos de O(n). Finalment, una
inducci6 utilitzant les identificacions SU(n)/SU(n — 1) = $2"~! j uns teoremes
(senzills) de topologia que ara no podem entrar a discutir ens demostren que
tots els grups SU(n) s6n simplement connexos. O

3 Rotacions en dimensio 3 i espinors

La descripcio general de les rotacions en qualsevol dimensio que hem vist
abans ens diu que tota rotaci6 no trivial en tres dimensions tindra un eix de
rotacio ben definit i es comportara com una rotacié en el pla perpendicular
a aquest eix. Es a dir, per determinar una rotacié R a R3 prendrem un vector
unitari @ € R® —que ens indicara I’eix— i un angle & —que sera 'angle de
rotacio en el pla ortogonal a I’eix. Aleshores, la rotacio R, que podem designar
com a Ry j;, deixara fixos tots els punts de la recta (i) i rotara un angle 0 els
punts del pla H := (ii)+, entenent que una base positiva de H sera qualsevol
base ortonormal &7, €5 tal que (€] X €>,1) > 0. Amb una mica de trigonometria
elemental podem trobar facilment una expressio de Ry ;; (V) que es coneix com
a formula d’Olinde Rodrigues:

Rp i (V) =cosOU +sin@(ii x V) + (1 — cos 0) (i, V)u.

Tenim, doncs, una bona descripci6 de cada rotacié6 —tinguem en compte que i
i @ no estan univocament determinats—, pero encara estem lluny d’entendre
el conjunt de totes les rotacions de I'espai, és a dir, la topologia de SO(3)
i la seva estructura com a grup —en particular, el producte de dues rota-
cions Ry i Re 5. Per donar resposta a aquestes qiiestions hem de parlar d’'uns
objectes anomenats espinors.

Espinors
Un espinor és una parella de nombres complexos (T, G») tals que
GiT, + 6l = 1.

Si escrivim aquesta equacio en coordenades reals, obtenim a? + b% +c2+d? =1,
que defineix 'esfera unitat de R4, és a dir, 'esfera S3. En conclusio, els espinors
estan en correspondéncia bijectiva amb els punts de 1'esfera S3.

Els espinors es poden multiplicar d'una manera curiosa:

(C1,C2)(n1,n2) = (Cin1 — Conz, Cami + Cin2).
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Aquesta estranya multiplicaci6 i les seves propietats s’entenen molt millor si
escrivim els espinors en aquesta forma matricial:

C1 -G,
(C1,C2) (Cz c )
Aleshores, la multiplicaci6é dels espinors és la multiplicacié de matrius i podem
comprovar que els espinors formen un grup: el designarem Spin(3).

Queé podem dir de les matrius complexes 2 x 2 anteriors? No és dificil veure
que sO6n matrius unitaries de determinant 1, és a dir, pertanyen al grup SU(2).
Z 152) per algun espinor (L1, »).

1
Aix0 és conseqiiéncia de la identificacio SU(2) = SU(2)/SU(1) = S3 que hem
esmentat abans, pero també admet una demostracié elemental directa. En
conclusio:

A més, tota matriu de SU(2) és de la forma (

Un espinor és la primera columna d’'una matriu especial unitaria 2 x 2. Els
espinors formen un grup designat Spin(3) que és isomorf al grup SU(2).
Aquests dos grups isomorfs s’identifiquen, topologicament, a l'esfera S3.”

Espinors i rotacions de I'espai

Hem introduit els espinors i el grup Spin(3) amb la intencié d’entendre millor
les rotacions de R3, és a dir, el grup SO(3). Per comprendre la relaci6 entre els
espinors i les rotacions de I’espai, considerem les matrius antihermitiques de
traca zero:

Hi:={H € Max2(C) :H+ H* =0, tr(H) = 0}.

H; és un R-espai vectorial i podem prendre aquesta base ortonormal:

i 0 0 -1 0 —i
O B ) R S

de manera que cada vector de R3 s’identifica a la matriu hermitica

xXi -y —zi)

U= (y,2) — Ha:= <y—zi —xi

Aquestes propietats de les matrius H;; son senzilles de demostrar:
e SU(2) normalitza ), en el sentit que, si U € SU(2), aleshores U H, U* =

H.
* HyHy = —(u, V)] + Hyixy 1 Hy Hy — Hi Hy = —2Hjixp.
e Hj; Hy Hy = — (Ui, V)Hy + Hjixi)xai- Sirecordem la identitat (i X v) X w =

(U, w)v — (U, V)w, obtenim que, si #i és unitari,

H;H; H; = —2(11,17)H,1 + Hj.

7 Pot semblar estrany que donem un nom com Spin(3) a un grup que no és altra cosa que el
grup SU(2). Quan passem a dimensions superiors entendrem millor el motiu de tot aixo.
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e Si U € SU(2), existeix un vector unitari # € R3 i un angle « € [0, 17]
tals que U = cos &I + sin « Hj;. Per comprovar aixo, observem que la
primera columna de U és un espinor (a + bi,c + di) amb a® + b? +
c? + d? = 1. Aleshores, la identitat anterior és certa amb cosx = a i
i = (sinx)"Y(b,c,-4d).

La primera propietat de la llista anterior ens diu que cada matriu de SU(2) i,
per tant, cada espinor de Spin(3) dona lloc, per conjugaci6, a una aplicaci6
lineal R — R3. Calculem aquesta aplicacio. Sigui U € SU(2), i expressem U en
la forma U = cos «I + sin & Hj;, on 1 és unitari. Volem calcular

(cos I + sin x H;;)Hy (cos «I + sin « Hy;)®.
Tenim, aplicant les propietats que acabem d’explicar:

UHjy U= (cosaxI + sinx Hy)Hy(cos o + sintxﬁﬁ)t =
= cos? «Hy + sin2« Hyjxy — sin® « Hy Hy Hy =

=cos2xHy + sin2& Hyjxy + 2 sin® «(ii, ¥)Hy = Hy.

Comparant amb la formula d’Olinde Rodrigues, obtenim w = Ry ; (V). En
conclusio:

Hi ha un epimorfisme 113 Spin(3) — SO(3) segons el qual 'espinor
[cos o + ix sin &, ¥ sin @ — iz sin «]

dona la rotacio d’angle 2 x amb vector director i = (x,y, z).

Clarament, el nucli de 113 té ordre 2 i esta format per les matrius =I €
SU(2). Aquest homomorfisme ens dona una excellent descripcié topologica
de SO(3). Recordem que Spin(3) = SU(2) = S3. Per tant, hi ha un homeomorfis-
me SO(3) = §3/{+1} = RP(3) entre el grup de les rotacions de ’espai de dimen-
si6 3 il'espai projectiu real de dimensi6 3. Deduim que SO(3) no és simplement
connex: el seu grup fonamental té dos elements i el seu recobriment universal
és I'esfera S3. A més, ara que coneixem el grup fonamental de SO(3), podem
demostrar per induccié —utilitzant la identificacié SO(n)/SO(n — 1) = "1 —
que el grup fonamental de tots els grups SO(n) per n > 2 és el grup de dos
elements.

No és dificil demostrar que el recobriment universal d'un grup topologic
admet una estructura canonica de grup topologic compatible amb I'aplicacio
de recobriment. Aixo ens permet definir el grup dels espinors Spin(7) com el
recobriment universal del grup de les rotacions SO(n). Ara bé, aquesta definicié
ens diu ben poc sobre I’estructura d’aquests nous grups: convé seguir llegint
aquest treball.

Després de tot aixo que hem vist, podem pensar els espinors —d’'una manera
molt informal— com si fossin «rotacions amb signe». Per cada rotaci6é hi ha
dos espinors que la defineixen, i aquests dos espinors difereixen en un signe.
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Digressio # 1: el cintur6é de Conway

Com que el grup fonamental de SO(3) té dos elements, ha d’existir algun
cami w de SO(3) que comenci i acabi a I tal que 2w ~ * perdo w + *.8
L’existéncia d’aquest cami es pot visualitzar molt bé amb el que es coneix com
a cinturd de Conway (vegeu la figura 1):

Imaginem una cinta llarga i estreta —com un cinturo— de manera que
un dels seus extrems esta fixat a l'origen de R3 i I'altre extrem pot estar
situat a qualsevol punt de R3. Suposem, per exemple, que la cinta és com el
rectangle [0, 2] x [0,100]. En cada instant de temps t € [0, 100], considerem
una base ortonormal positiva de R? situada al punt (1,t) de la cinta tal que
el primer vector apunta segons l'eix de la cinta, en la direccio de l'extrem
lliure, el segon vector apunta cap al punt (0, t) i el tercer vector és normal
a la cinta. Cadascuna d’aquestes bases ortonormals defineix univocament
una rotacio de R3 i la familia uniparamétrica de bases al llarg de la cinta
defineix un cami de SO(3) que comenca a la identitat.

Comencem amb la cinta plana sobre el pla horitzontal i girem 'extrem
lliure 360 graus en sentit positiu respecte de l'eix central de la cinta. La
cinta quedara entortolligada. Aixo definira un cami w de I al a SO(3). Si
ara, sense canviar l'orientacio de I'extrem lliure, intentem desentortolligar
la cinta, no podrem fer-ho: el cami que hem construit no és trivial, no es pot
deformar cap al cami constant. A continuacio, tornem a girar I'extrem lliure
360 graus en el mateix sentit d’abans: haurem construit el cami 2w. Ara la
cinta estara molt més entortolligada, pero només aparentment: facilment
podrem aconseguir, sense canviar l'orientacio de I'extrem lliure de la cinta,
retornar la cinta a la seva posicio original. El cami 2w és trivial.

4T/?/T/ ://0
|

£ r— ' 7 ()
|

[bﬂb<}:>{><’:7

3 3 $
2! / I / I / /

FIGURA 1: El cintur6 de Conway.

8 Amb el simbol ~ indiquem una homotopia, és a dir, xg ~ ¢ vol dir que hi ha una familia de
camins «¢, t € [0, 1], que depén continuament del parametre t.
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Digressio # 2: els espinors i I'electré

L’electré té moment angular com un petit planeta en rotaci6 al voltant d’'un
eix. En modul, el moment angular de tots els electrons té sempre el mateix va-
lor: /2. Pero el moment angular és una magnitud vectorial —com les rotacions
de I'espai— i, per a cada electr6 concret, en un instant concret, vindra donat
per un vector m en tres dimensions: m = myX + m,y + m;Z. Pel principi
d’incertesa, no podem mesurar simultaniament els tres valors my, m,, m;.
Suposem, doncs, que mesurem #1,. Pel fenomen de la quantitzacio, quan me-
surem M, obtindrem un d’aquests dos valors +#/2. Segons el valor obtingut,
diem que 'electré té spin +1/2.

Segons el formalisme estandard de la fisica quantica, I’estat inicial del pa-
rametre m, es descriu per una funcié d’ona ¥ que és combinacio6 lineal dels
dos possibles resultats de la mesura: ¥ = ¢; ¥, + {>¥Y_, on ¢, > sén nombres
complexos i ||Z1]]2, ||C2]1° son les probabilitats de cadascun dels dos resultats.
En particular, 11112 + ||C2[12 = 1 i, per tant, (C1,C>) és un espinor. Es en
aquest sentit que diem que el moment angular de 'electré no és un vector (una
rotacio), sin6 que és un espinor (una «rotacié amb signe»).

4 Rotacions en dimensio 3 i quaternions

Recordem que l'existéncia dels nombres complexos ens permet donar una
versio més compacta de les rotacions del pla, sense sinus ni cosinus: els nombres
complexos ens van permetre passar de la descripcio real de les rotacions com a

Ry(a,b) = (cos@a —sin@ b,sinf a + cos 0 b)

a la descripci6 de les rotacions com a multiplicar per un nombre complex de
modul 1. Es possible que hi hagi una estructura més enlla dels complexos que
tingui un rol similar a les rotacions de I'espai? La resposta és siil’estructura és
l'anell de divisio® dels quaternions, que discutirem ara.

Probablement, la millor manera de definir el cos dels nombres complexos és

C:= {(Z _ab> ra,b e [R{} C Mor«2(R),

de manera que i € C s’identifica a la matriu ((1) ‘01), cada nombre real a € R

s’identifica a la matriu (‘3 2) i, aleshores, a + ib € C és la matriu (‘; ’ab ) Amb

aquesta definicié de C, les propietats de cos son immediates. En particular, el
fet que tot element z + 0 tingui invers es dedueix del fet que el determinant de
la matriu corresponent a z és a + b? = ||z||2. Aleshores, ||zZ'|| = ||z|| ||z’]].

9 Un anell de divisi6 és un anell amb unitat 1 # O en el qual tot element no nul té invers
bilateral. Dit informalment, un anell de divisio6 és un cos no commutatiu.



Un repas a les rotacions en baixa dimensio 15

Si ara repetim aquesta estratagema amb a, b € C, observem que I'existéncia
d’'inversos es perd. Si volem obtenir un cos que amplii el cos dels complexos,
cal fer una petita modificacié utilitzant la conjugaci6é de C. Amb la definici6é
seglient si que obtenim una R-algebra de divisio de dimensio 4:

H:= {(5} —Zw> 1Z,W E (C} C Moy (C).

Els elements de H s’anomenen quaternions i compleixen aquestes propietats
senzilles de demostrar:

e Si identifiquem z € C amb (g g), tenim que C és un subcos de H. Si

definim j := (? ’01> € H, veiem que j2 = —11ique k := ij = —ji, amb

la qual cosa en el pas de C a H hem perdut la commutativitat de la
multiplicaci6. Cada g € H s’escriu coma g = z + jw amb z,w € Ci
també comaq =a +ib + jc + kd amb a,b,c,d € R. H és, doncs, una
R-algebra associativa amb unitat, de dimensi6 4, no commutativa.

e H també esta dotat d’'una conjugacio g — q que és R-lineal, generalitza la
conjugaci6é de C i compleix pq = q p —és a dir, és un antiautomorfisme
de H. El conjugat de a + ib + jc + kd és a — ib — jc — kd. Interpretant
—com hem fet— els quaternions com a matrius complexes 2 x 2, si g és la
matriu H, aleshores g és la matriu H*.

e L'existencia d’'inversos per a cada q + 0 es garanteix pel fet que la matriu
corresponent a g té determinant ||q||?, i aquesta interpretacio ens dona
la multiplicativitat de la norma a H: [|pql| = [Ipll|lqll. Tenim, doncs,
que H és un anell de divisio i una R-algebra normada.

e Una altra manera d’escriure un quaternié g és en la forma g = A + u,
on A = (q+q)/2 € R s’anomena part real o part escalar de q i i =
(gq—1q)/2 € (i, j,k)r es denomina part vectorial de q. Els quaternions
amb part escalar zero direm que son quaternions purs. Si ||q|| = 1, podem
escriure

q=Ccosx+sinxu,

on x€[0, 1] i1 €MH és pur de norma 1, univocament determinat si g ¢ R.
e Siu, v sén quaternions purs, es compleix

uv = — (U, V) +uU X,

en qué u X v s’entén mirant u, v com a vectors en la base ortonormal i,
J, k.
¢ Formula d’anticommutacio. Una identitat trivial molt util és
pa+ap =2(p,a,

que té com a conseqiiéncia que dos quaternions p, g son ortogonals (com
a vectors de R*) si compleixen pgq = —qp. D’altra banda, si g € H* i
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considerem la conjugacio ¢4: H — H com un isomorfisme R-lineal de R,
la féormula anterior ens permet comprovar que ¢, conserva el producte
escalar de R* i és, per tant, una aplicacio ortogonal.

Si A € R és la part escalar de g, es compleix aquesta identitat:
a* —2Aq + llqll* = 0.

En particular, les solucions de x? = —1 son tots els quaternions unitaris
purs, és a dir, els punts de I'esfera unitat de (i, j, k) = R3.10
Trivialment, el centre de I'anell de divisié H és R. Aix0 ens permetra
determinar facilment el grup d’automorfismes de H (pagina 21).

Algebra lineal sobre els quaternions

La teoria basica dels espais vectorials s’estén sense problemes al cas que els
escalars no formin un cos, sin6 un anell de divisié. Per tant, podem fer algebra
lineal amb els quaternions com a escalars i, per abus de llenguatge, parlarem
de H-espais vectorials. Cal només tenir presents alguns petits detalls:

La no commutativitat de H dona importancia a la distinci6é entre H-espais
vectorials per la dreta i H-espais vectorials per ’esquerra, segons que el
producte d’'un escalar g € H i un vector € s’escrigui €q o gé. En el nostre
cas, considerarem que tots els H-espais vectorials s6n per I’esquerra.

Si @: H" — H" és una aplicacio H-lineal bijectiva, I'aplicacio ¢! també
és H-lineal i podem parlar, per tant, del grup lineal GL(n, H).

Si A és una matriu n X n amb coeficients a H, I'aplicacié v — AU amb v €
H" no és H-lineal, pero v — U A si que ho és. En conseqiiéncia, en un H-
espai vectorial per '’esquerra, les matrius actuen per la dreta sobre vectors
fila. Si ho fem aixi, tenim isomorfisme entre les matrius n x n i les
aplicacions H-lineals de H" a H" (que formen un H-espai vectorial per
la dreta) i els isomorfismes lineals H" — H" s’identifiquen a les matrius
invertibles n X n.

Com que la multiplicacié6 de H no és commutativa, la teoria classica
del determinant deixa de ser valida. Per exemple, M = (; 1) és clara-
ment invertible (M2 = —2I) pero, si intentem calcular-ne el determinant
(multiplicant els factors en qualsevol ordre), sempre obtenim zero.!!

Quan treballem amb matrius quaternioniques, ni la transposici6 ni la

conjugaci6 no respecten el producte de matrius. En canvi, la conjugaci6
seguida de la transposicio si que és un antiautomorfisme: (AB)* = B*A*,

10 Veiem, doncs, que el conegut fet que el nombre d’arrels d'un polinomi no pot superar el grau
del polinomi deixa de ser cert si la multiplicacié no és commutativa.

11 Per a una discussié més a fons sobre I’extensio del determinant complex a un determinant
quaternionic, vegeu N. Cohen, S. de Leo, «The quaternionic determinant», Electron. J. Linear
Algebra, 7 (2000), 100-111.
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e Quan els coeficients de les matrius pertanyen a un domini no commu-
tatiu pot passar que una matriu tingui inversa per un costat i no per
I'altre, o que en tingui pels dos costats, pero siguin diferents. Aquests
fets patologics no passen en el cas de les matrius quaternioniques, preci-
sament perque podem identificar les matrius amb les aplicacions lineals i
una aplicacio lineal H" — H" exhaustiva o injectiva és automaticament
bijectiva.

e Per decidir si una matriu quaternionica és invertible i per calcular-ne la
inversa, podem mirar 1'algebra M, «,, (H) com a subalgebra de M2, %2, (C)
de la manera segiient: si A € Myu«n(H), A defineix una aplicaci6 H-
lineal A: H" — H", que ens podem mirar com a aplicaci6 C-lineal Ac: C?" —
C2n, Aleshores, A és invertible si i només si det Ac = 0. Evidentment, si
A1 existeix, també existeix A(El i, per tant, det(Ac) # 0. Reciprocament,
si det Ac = 0, aleshores Ac és bijectiva i A també. Per tant, A té inversa.

De cara al que farem més endavant, ens convé explicitar clarament la
inclusi6 de les matrius quaternioniques en les matrius complexes de mida
doble. Denotem amb é1,..., e, la base canonica de H" i considerem aquesta
C-base de H"

€1+, €n, j€1,...,jen.

Recordem que mirem H™ com a H-modul per I’esquerra i, per tant, les matrius
actuen per la dreta. Per coheréncia, també les matrius complexes actuaran per
la dreta. Sigui A € My« (H) i escrivim A = A; + Axj amb Aj, Ay € Myxn(C).
Aleshores, un calcul senzill mostra que I'aplicacié H-lineal donada per A és la
mateixa que I'aplicacié C-lineal donada per la matriu

(A A
A(C = <_A2 Al) .

Es facil comprovar que aquesta aplicacio My xn (H) — Moyx2,(C) és un homo-
morfisme d’anells i respecta I'operacio A — A*.

El producte hermitic de C" es pot generalitzar als vectors de H", pero ara
cal fer atenci6 a I'ordre dels factors i al fet que les matrius actuen per la dreta:1?

(1i,1) = ||4i||? on ||1i]]| és el modul de 7 com a vector de R4";

(no degenerat) (1, V) = 0 per a tot U si i només si 1 = 0;

(UA, V) = (U, U A*).

12 En el cas n = 1, la notaci6 (i, v) és ambigua perque pot fer referéncia al producte escalar
dels quaternions ii, ¥ com a vectors de R? o al producte hermitic de ii, ¥ com a vectors de H!.
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Els grups simpléctics

Lamentablement, hi ha dues families de grups que reben el mateix nom de
grups simpléctics, com a conseqiiencia del fet que hi ha dos conceptes diferents
de matriu simpléctica. Haurem de deduir del context de quina de les dues
families estem parlant. Per distingir-los, utilitzarem notacions diferents i, a
més, com que els grups d'una de les families son compactes i els de I'altra no
ho son, en cas de dubte direm que parlem del grup simpléectic compacte o del
grup simpléctic no compacte.

Els grups simpléctics no compactes. El pas de la geometria euclidiana
a la geometria simpléctica —important a la mecanica hamiltoniana, I’0Optica
geometrica i la mecanica quantica, entre altres camps— comenca substituint el
producte escalar (simeétric) per un producte antisimetric. Més concretament,
suposem que V és un espai vectorial de dimensio finita sobre un cos k de
caracteristica zero. Una estructura simpléctica sobre V ve donada per una
2-forma bilineal w que compleixi

1. w(v,v) =0peratotv €V.
2. Si w(ii, V) =0 per atot v €V, aleshores i = 0.

La matriu de w és antisimeétrica i invertible i aix0 implica immediatament

que la dimensio de V ha de ser parella 2n. A més, podem trobar una base

de V en la qual la matriu de w tingui la forma Q = (91 é), on I és la matriu

identitat n X n.

De la mateixa manera que a la geometria euclidiana ens interessen els
automorfismes que conserven la forma quadratica estandard de R™ —les
transformacions ortogonals—, en la geometria simpléctica ens interessen els
automorfismes que conserven la forma simpléctica estandard ) —en direm,
naturalment, transformacions simpléctiques.

Es senzill de veure que una matriu M és simpléctica si compleix M!QM = Q.
Aquestes matrius formen un subgrup de GLy,(k) que denotarem amb Sp,,, (k).
Aquests grups s’anomenen grups simpléctics i obtenim una cadena de subgrups

Spo (k) € Spy(k) C Spg(k) C - - -

completant cada matriu simpléctica amb una matriu identitat. Com que les

matrius (g ;\9') son simpléctiques per a tot A = 0, veiem que els grups Sp», (R),
Spy, (C) no s6n compactes.

En el cas particular n = 1 és immediat que Sp,(k) = SL»(k). La igualtat
deixa de ser certa en dimensions superiors, pero si que és cert en general
que Sp»,, (k) és un subgrup de SLp, (k). Aquest fet que el determinant de tota
matriu simpléctica és igual a 1 no és evident a partir de la condicio M!QM = Q,
pero es pot demostrar amb aquest raonament:

Comencem recordant que tota aplicacio lineal ¢b: V — V indueix aplicacions
lineals ¢;: A'V — A'V en els productes exteriors. En particular, si V és de
dimensio m, I'espai vectorial A"V és de dimensio 1 i 'aplicacio ¢,: A"V —
A™V és la multiplicacio pel determinant de f. Sigui ara V un espai vectorial
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simpléctic amb 2-forma w € V* A V*. Prenem una base 1i1,..., 4, U1,...,Un
de V en la qual la matriu de w sigui Q, és a dir,

W=U AU+ Uy AT,

onuyf,...,ur,v,...,U,f éslabase dual de V*. Sigui M una matriu simplecti-
caisigui ¢p: V — V I'aplicacio lineal induida per M en la base anterior. El fet
que M sigui simpléctica es traduira en el fet que ¢3 (w) = w, on ¢p*: V* - V*
és I'aplicacié dual. Considerem w™ := W A --- AW € /\2"(\/*). Aleshores,
det(¢p) w™ = d)z*n(w") = w™ i tot es redueix a demostrar que w™ =+ 0. Si obser-
vem que, per a tot i, j, els elements ;" A V", 11]?" A 17]-* € A%(V*) commuten,
veurem immediatament que

W' =US AV A AU AT =0, O
Els grups simpléctics compactes. El producte hermitic de H" ens permet
estendre els conceptes de matriu ortogonal (real) i matriu unitaria (complexa) al
cas quaternionic. En direm matrius simpléctiques (pero no les hem de confondre
amb les matrius simplectiques de 'apartat anterior): una matriu A € M;,x, (H)
és simpléctica (en aquest nou context) si conserva el producte hermitic:

(UA,VA) = (U, V) per tot i,V € H".

Vegem algunes primeres propietats de les matrius simplectiques.

e Clarament una matriu simpléctica representa una aplicaci6 bijectiva i, per
tant, és una matriu invertible, i la inversa també és simpleéctica. Per tant,
les matrius simplectiques formen un grup que designarem Sp(n).

e El grup Sp(1) s’identifica al grup multiplicatiu dels quaternions de mo-
dul 1 i, per la mateixa definicié de H, aquest grup és SU(2). Topologica-
ment, es tracta de S3, ’esfera de dimensio 3.

e Si A € Sp(n), A conserva la norma de H", i reciprocament.

e Igual que en el cas del grup unitari U(n), les matrius simpléctiques estan
caracteritzades per la propietat A A* = I, que és equivalenta A* = A1 i
és equivalent a A*A = 1.

e L’aplicacio My xn(H) — Mopx2,,(C) que hem construit anteriorment dona
una inclusi6 de grups Sp(n) C U(2n). En particular, els grups Sp(n) séon
compactes: ja sabem que U(2n) és compacte i és clar que Sp(n) és tancat
(es pot definir a partir d’equacions algebraiques).

e Els grups Sp(n) sén connexos i simplement connexos. La demostracio és
la mateixa que hem indicat a la pagina 9 i utilitza Sp(n)/ Sp(n—1) = $47-1,

En resum:

El mateix concepte de matriu que conserva el producte intern, aplicat a les
tres algebres de divisio R, C i H, ens proporciona tres families infinites de
grups compactes: O(n), U(n), Sp(n), n > 1.
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Relacio6 entre les dues families de grups simpléctics. Entre el grup simpléc-
tic no compacte Sp,,, (C) de les matrius M € Moy x2, (C) tals que MIQM = Q i
el grup simplectic compacte Sp(n) C U(2n) de les matrius M € M, (H) tals
que MM* = I hi ha aquesta relacié:

Sp(n) = Sp,,(C) NU(2n) = Sp,, (C) N SU(2n).

Demostrem aquesta identitat. Si tenim la matriu A=A;+Aj € Sp(n), conside-

rem la matriu Ac €U(2n) que hem definit a la pagina 17 Aleshores, Z(tc Ac=1I
ens dona

ALAL + AbA, = AyAy + AVA; =1, AlA, — ALA, = AyA; — ALA, = 0.

D’altra banda,

danc- (B A Besath) (0 1)
—A1A; —ALA, —A A + ALA, -1 0

i hem demostrat que Ac € Sp», (C). Reciprocament, si M € Sp,,(C) nU(2n),
tenim M!QM = Q i, al mateix temps, M~! = M*. Deduim que QM = MQ! i
aixo implica que M és de la forma A¢ per a alguna matriu A € Sp(n). i

En conclusio:

Si volem prescindir dels quaternions, podem definir el grup simpléctic Sp(n)
com el grup format per les matrius complexes 2n X 2n que conserven,
simultaniament, la forma hermitica i la forma simpléctica.

Els quaternions i les rotacions de R3

Abans hem vist que els espinors —que hem identificat amb els elements del
grup SU(2)— ens donen les rotacions de ’espai de dimensi6 3. Ara hem pogut
identificar els espinors amb els quaternions de norma 1. En aquest apartat inte-
grarem aquests dos fets i veurem com el grup multiplicatiu dels quaternions H*
ens dona una excellent descripci6é del grup de les rotacions SO(3).

A l'apartat Espinors i rotacions de I'espai, de la pagina 11, hem vist, d'una ma-
nera molt explicita, com els elements de SU(2) actuen per conjugacié sobre 7,
un R-espai vectorial de dimensio 3. D’altra banda, com que R és el centre
de H, i sabem (pagina 16) que la conjugaci6é per un quaternié q + O conserva
el producte escalar de R*, tindrem que ¢, dona un automorfisme ortogonal
de (i, j, k)r C M, el subespai (real) dels quaternions purs. Observem que aquest
subespai de M, si el mirem dins de M»«>(C), com hem fet quan hem definit els
quaternions, coincideix amb 7. D’aquesta manera, I'accié dels quaternions de
norma 1 per conjugaci6 sobre (i, j,k)r és exactament la mateixa que I'acci6
de SU(2) sobre H; que hem estudiat detalladament a I'apartat 3.
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En definitiva, de la mateixa manera que els nombres complexos ens van
proporcionar una manera molt més simple de descriure les rotacions del pla

cOS X —Ssin«x
sinx cosx |’

Z+— zZg VS. (

també els quaternions ens donen una descripcié molt més simple de les rota-
cions de I’espai de tres dimensions:

h — pohpo vs. Ry (V) =cos0v +sin0(ii x U) + (1 — cos 0) (i, V).

Fem ara explicita la relacié entre un quaternio unitari g € H i una rotaci6
descrita geometricament en la forma Ry j;:

q=cosx+sinax(xi+ yj+ zk) <~ RZa,m‘

entenent, pero, que a cada rotacié de SO(3) li corresponen dos quaternions
(o dos espinors) +q. Observem també que I’eix de la rotacié associada a un
quaternio p és simplement el vector p —p € (i,j,k)g C H perque p(p —
Pr=pr-7.

Digressio # 3: automorfismes de H

Ara podem descriure facilment els automorfismes de H. Curiosament, el com-
portament patologic de C respecte dels automorfismes —recordem que 1’axioma
de l'eleccié ens permet demostrar 1'existéncia d'una infinitat no numerable
d’automorfismes de C— no es generalitza al cas dels quaternions. El motiu
rau en el fet que R és el centre de H i qualsevol automorfisme (i també qualse-
vol antiautomorfisme) ha de respectar el centre. Per tant, si ¢: H — H és un
(anti)automorfisme, aleshores ¢ és R-lineal i, en conseqiiéncia, és continu i
ve donat per una matriu real 4 x 4. Per estudiar els automorfismes de H ens
convé considerar simultaniament els automorfismes i els antiautomorfismes.
Observem que, en tot cas, ¢ ha de conservar les solucions de I'equaci6 g2 = —1
i aquestes solucions (pagina 16) formen I’esfera unitat dins de (i, j,k)r C H =
R*. Per tant, ¢» donara un isomorfisme lineal de R? que conservara la norma i,
per tant, vindra donat per una matriu ortogonal. Si ¢ té determinant 1, sera una
rotacio i, segons hem vist, ¢ sera la conjugacio per un quaternié de norma 1. Si
¢ té determinant —1, tindrem que c¢ sera la conjugacié per un quaternioé de
norma 1, on ¢ és 'antiautomorfisme de H donat per la conjugacié. En conclusio,
tots els automorfismes de H sén interns i tots els antiautomorfismes seran
producte d’'un automorfisme intern per la conjugacio c. Pel que hem vist abans,
deduim que els automorfismes de H formen el grup SO(3).

Rotacions en dimensio 3: conclusio

L’estudi de les rotacions de R? ens ha dut a tres descripcions d’'un mateix
objecte
SU(2) = Spin(3) = Sp(1),
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el recobriment universal de SO(3), un grup amb un subgrup normal {+I}
amb quocient SO(3), de manera que, topologicament, obtenim el recobriment
universal

$3 — RP3.

Com hem dit abans, donar tres noms diferents a un mateix grup quedara
justificat quan vegem, més endavant, que les tres families SU(n), Spin(n)
—que hem definit com el recobriment universal de SO(n)— i Sp(n) divergeixen
quan n creix.

Digressio # 4: I'aplicacié de Hopf

El grup Sp(1) esta format pels quaternions de modul 1 i, per tant, admet
com a subgrup el grup U(1), format pels complexos de modul 1. Aixo ens
permet considerar I’espai de les classes laterals Sp(1)/U(2). Topologicament,
Sp(1) s’identifica a 'esfera $3 i U(1) s’identifica a la circumferéncia S!, que ac-
tua per la dreta sobre S3. Aleshores, Sp(1)/U(2) és un espai topologic que po-
dem identificar facilment de la manera segiient. Pensem S? com I’esfera unitat
dins dels quaternions purs i escollim com a punt base el punti € S? c (i, j, k)g.
Aleshores, la representacio S3 = Spin(3) — SO(3) ens dona una accio ortogonal
de S3 sobre R3 i, en conseqiiéncia, una acci6 de S3 sobre I'esfera S2 c R3. Ales-
hores, si g € 3, podem considerar qig € S2. En conclusio, tenim una aplicacio
continua
n:83 — s2,

que es coneix com a aplicacio de Hopf i té propietats remarcables com aquestes:

o Ens permet identificar Sp(1)/U(2) amb I’esfera S2. En particular, I’apli-
cacié n és un fibrat principal i una fibracio i, localment, es comporta
com un producte de S2 per S!, que és la fibra. Geométricament, podem
descompondre I'esfera tridimensional com a uni6 disjunta de circumfe-
réncies, una per a cada punt de I'esfera 2-dimensional. A Internet!3 hi
podeu trobar moltes representacions grafiques magnifiques d’aquesta
descomposicio6.

e n va ser el primer exemple d'una aplicacié homotopicament no trivial
entre esferes de dimensions diferents. Heinz Hopf va poder demostrar
que tota aplicacio continua de S3 a 2 és homotopicament equivalent a
un multiple enter de n, en un sentit que ara no explicitarem, i, d’aquesta
manera, va demostrar que 13(52) = Zn, el primer calcul d’'un grup d’ho-
motopia d’esferes 1 (S™) amb k > n. S’ha afirmat que aquest resultat de
Hopf representa el moment fundacional de la teoria d’homotopia.

Hi ha una senzilla relacié entre I’aplicacié de Hopf i la geometria projectiva.
Recordem que, si V # 0 és un k-espai vectorial —encara que k sigui només un
anell de divisio—, podem definir el seu espai projectiu P(V) com el conjunt

13 Vegeu, per exemple, aquesta figura de I'’entrada «Hopf fibration» de la Wikipedia.
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dels subespais de dimensi6 1 de V, i aquest espai P(V) és I'ambit natural de la
geometria lineal. Si k = R, C, obtenim els espais projectius reals i complexos

% = RP c RP! cRP2c RP3CcRPYcC -+,
¥ =CP°cCPlcCPlcCP3cCPcC---

i, si k = H, obtenim els espais projectius quaternionics
* = HP® c HP' c HP? c HP} c HP* cC - - -,

en els quals la geometria lineal es comporta practicament igual que en els
casos classics reals i complexos llevat que, degut a la no commutativitat de
la multiplicacié a H, no es compleix el teorema de Papos. En els tres casos
anteriors, podem identificar la recta projectiva amb la compactificacié per
un punt de la recta afi, és a dir, amb I'esfera de la dimensi6é corresponent:
RP! = S1, CP! = §2, HP! = §4,

En els tres casos real, complex i quaternionic, cada subespai de dimensio 1
de k"1 estd determinat per un vector unitari, i dos vectors unitaris defineixen
el mateix subespai si un s’obté de I’altre multiplicant per un escalar de modul 1.
Aix0 ens permet identificar kP" amb el quocient (topologic) de I’esfera unitat
de k"*1 per I’acci6 de 'esfera unitat de k:

RP™ = 8"/ +1, CP"=S8""1/s1, HP" =g"+3/g3,
Per a n = 1 obtenim
St=RPl=8'/+1, S?=cCP!=53/S!, S*=HP!=57/s3.

En el cas real obtenim S! — S!, que és 'aplicacio z — z2 que es denota per 2.
En el cas complex obtenim I'aplicacié de Hopf i en el cas quaternionic obtenim
una generalitzacié de I'aplicacié de Hopf

v:Sl — 5’4,

que també és una aplicacié no homotopicament trivial significativa.

Precisament la relacié que hem comentat entre les aplicacions de Hopf 2¢, n
i v ila geometria projectiva ens dona la clau de la seva no trivialitat homotopica.
Considerem, per exemple, el cas de n: $3 — §2. No és dificil veure que el pla
projectiu CP?2 s’obté adjuntant a la recta projectiva CP! = $2 una bola de
dimensio6 4 a través de I'aplicaci6 n. Aleshores, si n fos homotopica a ’aplicacio
constant, tindriem que CP? seria homotopicament equivalent a S2 v S*. Aix0
és impossible perqué la cohomologia de CP? i la cohomologia de S v §4 son
diferents.

La importancia que I’aplicacié de Hopf va tenir en el desenvolupament de
la teoria d’homotopia va fer que es busquessin generalitzacions a dimensions
superiors, del tipus $2"*! — §"*1 amb fibra S™. Per a n = 0,1, 3 els plans
projectius real, complex i quaternionic ens donen aplicacions com aquesta i
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la pregunta va ser si es podia anar més enlla. Resulta que per construir una
aplicacio de tipus Hopf $2"+1 — $7*1 p’hi ha prou que la presumpta fibra S”
tingui una multiplicacio continua amb unitat i la construcci6 és tan senzilla
com aixo:

e Considerem aquestes dues construccions topologiques elementals:
— La suspensio. Si X és un espai, la seva suspensio és 1'espai
X = (X x[0,1])/{(x,0) ~ (x',0),(x,1) ~ (x',1) : x,x" € X}.
— La juntura. Si X, Y s6n espais, la seva juntura és I’espai

X*xY:=(XxYx[0,1])/R;
R:={(x,7,0)~(x,y",0), (x,y,1)~(x",y,1):x,x' €X, v,y €Y}.

Si Y ésl’espai amb un Unic punt, aleshores X x Y es coneix com el con
de X, i es denota CX.

— La cofibra homotopica. Si f: X — Y és una aplicacié continua, la
cofibra homotopica de f és I’espai quocient

(YUrCX):=(XUCY)/{(x,0) ~ f(x):x € X}.

El cas més interessant és quan X és una esfera S i CX és una
bola tancada e™*!. En aquest cas, diem que la cofibra homotopica
de f:S8™ — Y és 'espai que s’obté adjuntant a Y una cel'la de
dimensio n + 1.

e No és dificil comprovar que les dues operacions anteriors transformen
esferes en esferes (llevat d’homeomorfisme): §" = S+l §n y §M =
Sn+m+1.

e Si S™ admet una multiplicacié6 amb unitat, podem considerar I'aplicaci6é

fr8ntl=gnygn L sgn = g+l £([x,y,t]) = [xy,t],

que, per an = 0,1, 3, és, llevat d’homotopia, ’aplicaci6 de Hopf. A més, si
utilitzem f per adjuntar a S"*! una cella e?"*2, obtenim un espai S"*! U
e?"+2 que podem interpretar com el pla projectiu associat a S™.

En particular, si $” és un grup —com ho son S° = {+1}, S = U(1) i
S3 = Sp(1)—, ja tenim l’aplicaci6 de Hopf $2"+1 — §"*1 que voliem, pero no cal
que S™ compleixi tots els axiomes de grup, només el que afirma I'existéncia de
I'’element neutre! El cas és que un teorema classic de Frank Adams —molt dificil,
si bé s’han trobat demostracions forca més senzilles que 'original d’Adams—
afirma que les Uniques esferes que poden tenir una multiplicacié continua
amb unitat séon S°, St, §3 i S7 i, en conseqiiéncia, les uniques aplicacions
de tipus Hopf que poden existir son les tres que ja coneixem: 2t¢, n, v i una
hipotética o: S'°> — §8 amb fibra S7, si és que realment S’ —que no sembla
que puguem identificar amb cap grup conegut— admet com a minim una
multiplicacié continua amb unitat.}4

14 S7 si que admet aquesta multiplicacid, perd aquest fet —de conseqiiéncies immenses— el
discutirem en algun altre lloc.
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5 Rotacions en dimensio 4

Volem estudiar ara les rotacions de 'espai euclidia R* amb la intenci6 de
trobar, potser, alguna relaci6 entre el grup Spin(4) —que hem definit de manera
abstracta com el recobriment universal de SO(4)— i algun grup conegut. Com
veurem, l'estudi del grup SO(4) és molt bonic, i també és ben singular perqué
Spin(4) és I'tinic grup d’espinors que té una descomposicio no trivial com a
producte cartesia.

Considerem I'aplicacio

1y Sp(1) x Sp(1) — SO(4)

definida d’aquesta manera: identifiquem R* amb H i definim 14 (p,q) com
I’aplicaci6 R-lineal H — H donada per

h— phq.

Al llarg d’aquest apartat, per simplificar, escriurem 1 en lloc de 7r4. La for-
mula d’anticommutaci6 ens diu que 1w (p, g) conserva el producte escalar, és
a dir, m(p,q) € O(3) i, com que Sp(1) x Sp(1) és un espai connex, tenim
que 1m(p,q) € SO(3). Que 1™ és un homomorfisme de grups és evident. Les
rotacions 1m(p, 1) i 7t (1, p) per p € Sp(1) reben el nom d’isocliniques.

Vegem primer que 7t és una aplicacié exhaustiva. Sigui A € SO(4) i sigui
(a,b,c,d) la primera columna de A. Aleshores, si p := a + bi + cj + dk € H,
observem que B := 1(p,1)A deixa fix el primer vector de la base canonica
de R* = H, amb la qual cosa B € SO(3) —entés com el subgrup de SO(4) de les
matrius amb primera fila i primera columna igual a (1,0,...,0)— i, com hem
vist en I'estudi de les rotacions de R3, existeix un quaternio unitari g tal que
¢ = 1(q,q). En conclusio, A = m(pq, q) i hem comprovat que 7t és exhaustiva.
D’altra banda, és clar que el nucli de 17 és el subgrup diagonal {(1,1), (-1, -1)}.

Per tot aix0, podem afirmar que el recobridor universal de SO(4) és Sp(1) x
Sp(1) i aix0 ens duu a identificar

Spin(4) = Sp(1) x Sp(1),

de manera que cada rotacié de I’espai euclidia de quatre dimensions ve deter-
minada per una parella de quaternions unitaris, inica llevat del signe.
Observem que, com ja haviem anunciat, si bé Spin(3) = SU(2) = Sp(1),
aquests isomorfismes ja no es mantenen si augmentem la dimensié en una
unitat. Tanmateix, Spin(4) no ens aporta cap grup nou més enlla de les fami-
lies SU(n) i Sp(n).1> Amb les definicions que hem donat, la compatibilitat entre

15 Espoiler: Cal arribar a la dimensi6é 7 perque els grups Spin(») es mostrin com una familia
independent de les families SU(n) i Sp(n).
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les descripcions que tenim de les rotacions de R3 i les de R* és immediata:
tenim un diagrama commutatiu

Sp(1) = Spin(3) -t Spin(4) = Sp(1) x Sp(1)

k B

SO(3) : SO(4)

on ¢ ve donada per la inclusio de R? = (i, j,k)gr en R* = H, A és 'aplicacio
diagonal i 113, 714 SOn les representacions que hem explicat en aquest text.

L’epimorfisme 1 també ens permet obtenir una bona descripci6é de 'estruc-
tura de grup de SO(4). Considerem aquests tres subgrups de SO(4)

H; = {m(p,1) :p € Sp(1)} = Sp(1),
Hy = {mt(1,p) :p € Sp(1)} = Sp(1),
Ha ={m(p,p) : p € Sp(1)} = SO(3).

Observem que H; i H, s6n normals a SO(4), commuten entre ells i tenen
intersecci6 {+I}. En tots dos casos, el grup quocient és SO(3). El grup Ha no
és normal i les classes laterals s’identifiquen a Sp(1) com a espais topologics.

L’epimorfisme 7t també ens permet obtenir una bona descripcié de la
topologia de I'espai SO(4). D’entrada, SO(4) s’identifica a I'’espai quocient
de S3 x $3 per I'acci6 diagonal de I’aplicacié antipodal T, pero, d’altra banda,
l'aplicacio f(p,q) = (p,pq) de S3 x $3 ens dona un homeomorfisme

($3x 8% /1= (S3/1) x S3,

on l'acci6é de T sobre l'espai de I'esquerra és diagonal. En conclusio, topo-
logicament —no com a grup!— SO(4) s’identifica al producte RP3 x §3 =
SO(3) x Sp(1).

Finalment, voldriem relacionar la descripcio de SO(4) anterior amb la geome-
tria de les rotacions en quatre dimensions. Recordem que tota matriu de SO(4)
es pot escriure, prenent una base ortonormal adient, en la forma

cosx —sinx ® cosf —sinf
sinx cos« sinf cosB |-

Es a dir, hi ha dos plans invariants ortogonals i sobre cada pla tenim una
rotacio d’angle « i B, respectivament. Com podem llegir els plans invariants i
els angles de rotaci6 de la rotacio m(p, q)? D’enca que Cayley va descriure per
primera vegada (1855) les rotacions en quatre dimensions com a productes
de quaternions x — pxq, diversos autors com Klein, Hurwitz o Coxeter van
completar aquesta teoria que desenvoluparem a continuacio.
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Rotacions no isocliniques. Considerem dos quaternions unitaris p,q = =11
escrivim-los en la forma

p =CoSx + sinxu,
q=cosB+sinfv,

on &, f € (0,7r) i u, v sén quaternions unitaris purs. Suposem, en primer lloc,
que u # +v i definim

x{=14+uv, x3j=u-v,
x; =1-uv, x; =u-+v.

Uns calculs elementals demostren aquestes propietats de xi, x5, x7, X5
(tingueu en compte les formules de la pagina 16):

+ . - — .

o I 112 = x5 117 = 2 = 2Cu, v); lxy 112 = lIxz 112 = 2+ 2(u, v); x7, x3,
X1, X, sOn ortogonals dos a dos.

o Com que estem suposant u # +v, normalitzant els quaternions x;, x7,
X1, X5 , obtenim una base ortonormal de H com a R-espai vectorial. A més,
podem afirmar que aquesta base és positiva. Aixo es dedueix d’aquest
resultat:

Si u, v son quaternions purs, aleshores, per la desigualtat de Cauchy-
Schwarz,
det(1,u,v,uv) = ||ull*[|v||* = (u,v)* > 0.

Per comprovar-ho, recordem la féormula del producte vectorial triple @ x
(bx¢) ={d,c)b—(d,b)¢ irecordem també que en dimensio6 3 tenim aques-
ta relacio entre el determinant i el producte vectorial: det(eq, é»,é3) =
(€1, e» x é3). Aleshores:

det(1,u,v,uv) = det(l,u,v, —{(U,v) + U Xv) =
=det(u,v, u xv) ={u,v x (U Xv)) =
= (u, |lv|Pu—(u, v) v) =lul* [lv]*—(u,v)* = 0. O
En el cas de la base x|, x5, x7, x, és facil veure que el seu determinant

ésigual a4 det(l,u,v,uv) > 0.
e L’acci6 de 1t (p, q) compleix aquestes formules:

px{q=cos(x+ B)x{ +sin(x+ B) x5,
px3q=—sin(x+ B)xj +cos(a+ p) x5,
px;q=—-cos(x—P)x; +sin(x - ) x;,

px, q =—sin(ax— B) x; +cos(x—B) x5 .
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e Les formules anteriors demostren que H* := (x{,x; ) i H™ = (x],x;)
son plans ortogonals invariants per 1w (p,q) i que 1 (p,q) és la rotaci6
plana d’angle o + B en el pla H* i la rotaci6é plana d’angle « — 8 en el
pla H™.

El cas u = v es comporta practicament igual. Per exemple, si u = v,
seguim tenint el pla invariant H- = (1, u) sobre el qual 1m(p, q) és la rotacio
plana d’angle & — . Escollim ara un quaternié pur unitari w ortogonal a u i
definim H* := (w,uw). Aleshores, H* i H~ s6n dos plans invariants ortogo-
nals i uns calculs com els anteriors ens mostren que 1 (p, q) actua sobre H*
com la rotaci6 plana d’angle « + . Observem que, pel resultat anterior sobre
el determinant, la base que hem pres és positiva. El cas u = —v és exactament
igual, excepte que ara H™ := (w,uw) i H" = (1, u).

Estudiem ara 'existéncia d’altres plans invariants en la rotacié m(p,q)
amb p,q + =1. Si descartem el cas «x = 8 = /2 —en el qual (p,q) té,
evidentment, infinits plans invariants—, demostrarem que els plans H* i H~
anteriors son els tnics plans invariants de p := w(p, q).

Suposem que H + H*,H~ és un pla invariant i sigui h € H tal que h =
h®+h- amb ht € H", h- € H™ i h*,h~ # 0. Les hipotesis que hem fet
sobre «, B impliquen que p(h) # +h i que com a minim una de les dues
parelles de vectors (h*,p(h*))i (h~,p(h™)) és linealment independent. En
particular, h i p(h) formen una base de H. Pel que hem vist més amunt sobre
la rotacio p, el polinomi anullador de p sobre H* és x2 —2cos(x+ B)x + 11
el polinomi anullador de p sobre H™ és x2 — 2 cos(x — 8) x + 1. Calculem ara
p?(h):

p?(h) =2cos(x+ B)p(h*) —h* +2cos(x—B)p(h™) —h".

Com que estem suposant que H és un pla invariant, tindrem p2(h) — h =
Ah + up(h) i, com que H™ n H- = {0}, obtenim aquestes dues igualtats:

(2cos(a+ B) —u)p(h*) = Ah*,
(2cos(x—B) —wp(h™) =Ah",

que impliquen (recordem que com a minim una de les dues parelles (h*,p(h*))
i(h™,p(h™)) és linealment independent) A = 0 i cos(x + B) = cos(x — ), que
es contradiu amb la hipotesi p,q + +1.

Rotacions isocliniques. Resta només estudiar el cas de les rotacions isoclini-
ques, és a dir, el cas en que p = 1 0 q = 1. En aquest cas, hi ha infinits plans
invariants i cada quaternié h + 0 pertany a un d’aquests plans. Concretament,
sigui p un quaternio6 unitari p = cos «x+sinxu + =1 1isigui h € H— {0}. Si apli-
quem la identitat p2 = 2 cos ap — 1, veiem que p*h = 2cosxph —h € (h,ph)
i (h,ph) és un pla invariant per m(p, 1) i, analogament, (h, hp) és un pla
invariant per (1, p).

Si w és un quaternié unitari pur ortogonal a u, podem prendre la base
ortonormal positiva (pagina 27) de H formada per 1, u, w, uw i observem
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que 17(p, 1) és la rotacié d’angle «x en cadascun dels plans invariants ortogo-
nals (1,u) i (w,uw). En canvi, t(1, p) és la rotacié d’angle —x a (1,u) ila
rotacio d’angle « a (w,uw). Veiem, doncs, que les rotacions isocliniques es
classifiquen en dos tipus: les que giren angles iguals en dos plans invariants
ortogonals i les que giren angles oposats en dos plans invariants ortogonals
(+I pertany als dos tipus). Les primeres s’obtenen per multiplicaci6é per I'es-
querra per un quaternio6 unitari i, les segones, per multiplicaci6 per la dreta per
un quaternio unitari. Aquesta distinci6 es correspon als dos subgrups normals
de SO(4) —no conjugats, és clar— H; i H, que hem considerat abans.

Digressio # 5: rotacions de I’espaitemps

L’espaitemps de la teoria de la relativitat (especial, és a dir, sense gravetat) no
és l'espai euclidia R* perqueé la coordenada temps (t) es comporta de manera
diferent de les tres coordenades espacials (x, vy, z) i, per tant, el concepte de
rotacio requerira una definicio diferent de la que hem utilitzat en la geometria
euclidiana de R", és a dir, en els altres apartats d’aquest text. Expliquem
de manera molt succinta —que vol dir que ho explicarem necessariament
malament—1% quina és la distancia que hem d’utilitzar a R* quan I'identifiquem
a 'espaitemps de la teoria de la relativitat.

Considerem un sistema de referéncia inercial S amb un sistema de coordena-
des ortonormal x, y, z i un rellotge que mesura el temps t,!7 i un altre sistema
inercial S’ amb coordenades x’, ', z" i un rellotge que mesura el temps t’. A ca-
da esdeveniment el sistema S li assignara unes coordenades (x,y,z,t) € R4
i el sistema S’ li assignara unes altres coordenades (x’,y’,z’,t") € R%. Supo-
sem que, quan t = 0, també t’ = 0 i els origens de S i S’ coincideixen. Suposem
que en l'instant t = ¢’ = 0 un foto6 surt de 'origen i tenim un observador a S
i un altre a §” que volen calcular la velocitat del fot6. Suposem que aquest
fot6 passa per un punt P. Aleshores, S detectara el fot6 en el punt P amb
coordenades (x, y,z) enl'instant t i $" detectara el fot6 en el mateix punt P
amb coordenades (x’,y’,z’) en 'instant t'. Es a dir, S observara que el foto

ha recorregut una distancia 1/x2 + y2 + z2 en un temps t i S’ observara que el
foté ha recorregut una distancia 1/x’2 + ¥’2 + z’2 en un temps t'. Per I'axioma

fonamental de la teoria de la relativitat, S i S’ han d’arribar al mateix valor per
a la velocitat del foto. Per tant,

X2+ y2+2z2 X+ Y2+ 22

=C =
t t’

Aquest raonament ens diu que el punts en qué s’anulla la forma quadratica

Q(X,Y,Z,T) = X?> + Y% + 7% — c*T?

16 Si voleu més detalls sobre tot el que explicarem ara, llegiu el llibre imprescindible Geometria
diferencial i relativitat, de Joan Girbau, en el qual trobareu molt ben explicat tot el que aqui hem
de resumir excessivament.

17 De fet, un rellotge a cada punt de I’espai, tots sincronitzats.
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segons 'observador de S son els mateixos punts en que s’anulla segons I’ob-
servador de S’. Dit amb més exactitud: sigui A el canvi de coordenades (que no
coneixem) entre (x,y,z,t)i(x’,y’,z’,t'), isigui Q* la quadrica transformada
de Q per A; aleshores,

Q&) =0 <= Q*(e) =0.

Aixo implical® que les dues quadriques difereixen en una constant no nulla. A
partir d’aqui, fent uns calculs més o menys llargs,'® podem deduir:

e Les classiques formules de Lorentz que expressen el canvi de coordena-
des (x,y,z,t) —» (x',y',2',t') en funcio6 de la velocitat v de S’ respecte
de S (sempre que |v]| < ¢).

e A =11iel canvi de coordenades conserva la forma quadratica Q.

El que ens interessa de tot aixo és aquest darrer punt: a ’espaitemps, els
moviments han de respectar la forma Q, que, per tant, fa el paper que fa la
forma quadratica X2 + Y2 + Z2 + T2 a I’espai euclidia. En conclusio, deixant
de banda les translacions, el grup dels moviments rigids de ’espaitemps
estara format per les matrius reals invertibles 4 x 4 que conservin la forma
quadratica Q = X2 + Y2 + Z2 — ¢2T?, una forma quadratica no singular de
rang 4 i index 1 equivalent a la forma X? + Y2 + Z? — T2. Aquestes matrius
formen el que es coneix com a grup de Lorentz. El denotarem amb O(3,1) i és
el grup del qual volem dir alguna cosa en aquesta digressio.

Si T és la matriu diagonal (1,1,1,-1) —és a dir, la matriu de la forma
quadratica Q anterior—, aleshores

0(3,1) = {A € Mas(R) : AITA =T}

és clarament un subgrup de GL4 (R). Podem considerar el subgrup O(3)x0O(1) C
0(3,1) tenint en compte les transformacions ortogonals de les tres primeres
coordenades i el canvi de signe de I'tiltima coordenada.

0(3,1) no és compacte: per a cada A € R podem considerar la matriu

<(1) (1)> ® (g ﬁ) € 0(3,2)

18 Es curi6s que molts llibres de teoria de la relativitat ometen aquest punt (una excepcioé és el
llibre de Bernard Schutz), és a dir, de la igualtat dels conjunts de punts en que les quadriques
s’anullen passen a la igualtat de les formes, sense cap comentari. Matematicament, el problema
es planteja en aquests termes: siguin f i g dos polinomis irreductibles en n variables tals que el
conjunt de zeros de f sigui el mateix que el conjunt de zeros de g, és a dir, V({f)) = V({g)),
en el llenguatge de la geometria algebraica; podem deduir que (f) = (g)? Si el cos base és
algebraicament tancat, la resposta és si i es dedueix immediatament del Nullstellensatz, pero,
si el cos és R, com en el nostre cas, la resposta és no: x2 + y2 i x2 + 22 tenen els mateixos
zeros a R? i no difereixen en una constant. Cal alguna hipotesi addicional. Afortunadament, el
llibre Afinitats, moviments i quadriques, d’Agusti Reventos, si que tracta el tema (apéndix D) i
demostra que, si f i g son de grau dos sobre R, amb els mateixos conjunts de zeros, i un d’ells
compleix que té un zero regular (és a dir, amb gradient no nul), aleshores f i g difereixen en
una constant no nulla. Com que en el cas de la forma quadratica Q la condici6é de regularitat es
compleix, podem afirmar que Q = AQA.

19 Ho podeu trobar molt ben explicat al llibre citat de Joan Girbau.
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amb u = +/1 + A2. Usualment, aquestes matrius s’escriuen utilitzant les fun-
cions trigonometriques hiperboliques:

1 0 coshx sinhx
(0 1) ® <sinhx coshx)’ xR,
que recorda I’expressio de les rotacions amb sinus i cosinus. Es pot demos-
trar que el subgrup O(3) X O(1) és un subgrup compacte maximal de O(3,1).

Es clar que les matrius de O(3, 1) tenen determinant +1 i tenim, per tant,
un homomorfisme de grups det: O(3,1) — Z/2 que és exhaustiu i, en parti-
cular, ens diu que el grup de Lorentz no és connex. Tal com fem amb el grup
ortogonal, definim SO(3,1) com el subgrup normal de O(3,1) de les matrius
de determinant 1.

Ara apareix un fenomen que no tenim en el cas dels grups ortogonals
classics. Hi ha encara un altre homomorfisme exhaustiu 6: O(3,1) — Z/2 que
es defineix d’aquesta manera: si A € O(3,1), escrivim A = (ft Z) amb u € R.
De la condici6 ATA = T es dedueix p?2 = viv +1 = ||[v]|2 +1 = 1. Per
tant, u # 0 i podem definir 6(A) := u/|u| € {£1} = Z/2. Resulta que 0 és
un homomorfisme, pero no conec cap demostracié elemental d’aquest fet.
Resulta que 0 s’identifica amb un concepte general de formes quadratiques

que s’anomena norma espinorial i que, per la seva mateixa definicio, és un
homomorfisme. En definitiva, tenim un epimorfisme

0@3,1) — z/2x1Z/2

que ens diu que O(3,1) té, com a minim, quatre components connexes —son
exactament quatre— i ens permet definir aquest subgrup normal connex

SO*(3,1) := {A € 0(3,1) : det(A) = 0(A) = 1}.

Ara podriem comencar a estudiar un grup Spin(3, 1) que fos un recobriment
doble de SO* (3, 1), identificar-lo a algun altre grup conegut (coincideix amb
el grup simpléctic no compacte Sp, (C)), etc., pero sera millor que ho deixem
aqui.

6 Rotacions en dimensio 5

En aquest apartat estudiarem les rotacions de l'espai euclidia R>, amb la
mateixa intenci6 dels casos anteriors: veure si podem identificar els espinors
en dimensi6é 5 amb algun grup conegut. Avancem que la resposta que trobarem
sera que Spin(5) s’identifica a Sp(2). Per veure-ho, considerem aquest R-espai
vectorial de dimensio 5:

A
V.= {(q _q)\) € Moo (H):AER, g€ I]-I]}.

Observem:



32 Jaume Aguadé

V esta format per les matrius hermitiques quaternioniques de traca zero:

V={Me&Mo(H): M* =M, tr(M) = 0}. Escriurem els vectors de V en

la forma [A, q] i prendrem com a base ortonormal de V la formada per

les matrius [1,0], [0,1], [0, ], [0, j], [0, k].

e Sp(2) actua sobre V per conjugacio. Aixo és evident pel punt anterior i
pel fet que, per definicio, les matrius de Sp(2) compleixen Q1 = Q*.

o Un calcul immediat mostra que, si M € V, aleshores M2 = ||M||2I, on la
norma I'’entenem amb el producte escalar euclidia de V com a R-espai vec-
torial. Com a conseqiiéncia d’aix0, la conjugaci6 per una matriu de Sp(2)
conserva la norma de V = R i, per tant, és una transformacioé ortogonal.

e Tenim, per tant, un homomorfisme Sp(2) — O(5) i, com que Sp(2) és

connex, la imatge estara continguda en el component de la identitat:

1T5: Sp(2) — SO(5).

Recordem I'epimorfisme Sp(1) x Sp(1) — SO(4) de la secci6 anterior. Es evi-
dent que, si identifiquem R* = H amb I’hiperpla A = 0 de V i identifiquem
Sp(1) x Sp(1) amb les matrius diagonals de Sp(2), aleshores 'homomorfis-
me 175: Sp(2) — SO(5) és una extensio de la representacié de les rotacions en
dimensio 4 i tenim un diagrama commutatiu

Sp(1) x Sp(1) —— Sp(2)

B .

SO(4) : SO(5)

Calculem el nucli de 1t5, és a dir, les matrius Q € Sp(2) que commuten amb
totes les matrius de V. La commutativitat amb [1,0] implica que Q és diagonal.
La commutativitat amb [0, 1] implica que Q és de la forma pI amb ||p|| = 1.
Finalment, la commutativitat amb totes les matrius [0, g] per a tot g implica
que p és central a H i, per tant, Q = +I.

Finalment, demostrem que 115 és exhaustiva. Sigui A € SO(5) i sigui [A, gq] €
V un eix de A. No és restrictiu suposar que ||[A,g]]| =11 A > 0. Sigui ara

S e iy
IJ-— 2 ’ 19-—2“’ Q_(p IJ)

Es compleix que Q € Sp(2) i que Q[1,0]Q* = [A,q] € V. Aleshores B :=
m5(Q) 1A 15(Q) €SO(4) perqueé fixa I'eix [1,0]. Per tant, B pertany a la imatge
de 115 i A també.

Observem que els dos subgrups normals H;, H, de les rotacions isocliniques
de SO(4) passen a ser conjugats a SO(5). No tinc constancia que s’hagi fet un
estudi dels eixos i els plans invariants com el que hem explicat a ’'apartat de
les rotacions en dimensio 4.
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En conclusid, Sp(2) és el recobriment universal de SO(2) i podem identificar
Spin(5) = Sp(2).

Una vegada més, tampoc no ens ha calgut descobrir cap grup nou per descriure
els espinors en dimensio 5.

7 Rotacions en dimensio 6

Estem arribant al limit del que considerem baixa dimensio en aquest treball:
estudiarem les rotacions en dimensio 6 i veurem com també les podem descriu-
re utilitzant uns espinors apropiats que, novament, identificarem amb algun
dels grups que ja coneixem. Recordem que hem identificat Spin(5) amb Sp(2)
i recordem també que hem vist (pagina 20) que Sp(2) és un subgrup de SU(4),
concretament, Sp(2) = SU(4) n Sp4(C). Aix0 ens pot dur a intuir que potser
podrem identificar el grup Spin(6) amb SU(4) i, efectivament, aquesta intuicié
és correcta, pero alguns detalls seran més complicats que en les dimensions
inferiors.2? Per comencar, ens caldra repassar alguns conceptes d’algebra multi-
lineal.

Sigui V = C™ amb el producte hermitic ordinari i la base canonica ey, ..., ey.
Ens interessa considerar aquestes representacions de GL;, (C): I’accié natural
sobre V, I'acci6 sobre V* donada per

(A-w)(e) = w(Ae) = w(A*e)
iles accions naturals que es desprenen d’aquestes dues sobre els productes
exteriors /\k Vi /\k V* per k = 1,...,n. A partir d’aqui, observem:

¢ Hi ha un isomorfisme GL, (C)-equivariant « : /\k V* - ( /\k V)* donat pel
determinant: a(wi A - -+ A wg) (U1 A - - - Aug) 1= det(w;(u;)).

e Tenim una dualitat d: V — V* definida aixi:
d(e) (u) :=(u,e).

d és bijectiva i semilineal en el sentit que d(Ae) = Ad(e). Direm que d és
un c-isomorfisme. Observem que d és U(n)-equivariant. També podem
considerar el c-isomorfisme A¥d: A\¥V — AKV*.

e Sin=2k,podem considerar aquesta forma bilineal simétrica B sobre /\k V:
BUi A -+ AU, V1 A--- AVg) :=det(uy,..., Uk, V1,..., Vk).

Aquesta forma bilineal dona lloc, de manera natural, a un isomorfisme
b: /\k V- (/\k V)* i és senzill comprovar que b és SU(n)-equivariant.

20 Seguirem el cami indicat per Paul Garret a Sporadic isogenies to orthogonal groups (2015).
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o Combinant les aplicacions anteriors

k neg K k , Kk
AV AV —— (A\V)* —— AV

obtenim un c-isomorfisme J: /\k V- /\k V que és SU(n)-equivariant.
e Sigui W := Fix(J) el conjunt dels p /\kV fixos per J. Observem que
W no és un subespai vectorial de /\k V —perque J no és lineal—, pero si

que és un R-subespai vectorial. D’altra banda, és clar que W és tancat per
I'accio de SU(n) —perque J és equivariant.

Per a I’estudi del grup Spin(6) ens interessa I'aplicacié J en el cas n = 4

2 2
J: A\t — A\,
que no és dificil de calcular de manera explicita. Considerem la base canoni-
. . . 2 4 N .
caejj:=e; Aej, i< j,de/\”C* Un calcul senzill ens dona

J(e12) = e3s, J(e3zs) =erp, J(e13) = —eny,
J(exs) = —e13, J(ex3) = e1s, J(eis) = en3.

Es a dir, la matriu de J com a aplicacié R-lineal en la base

{e12,e34,1e12,1€34, €13, €24, 1€13, €24, €23, €14, 1€23, 114}

(o)e (5 )= (5 )= o)t o) o)

A partir d’aqui obtenim aquesta base de W com a R-espai vectorial:

és

Wo := ie13 + iepq, Wy :i=epq4— €13, Wy .= —e14 — €33,
W3 1= 1ep3 — 1€14, Wi = e12 + €34, Ws = 1e12 — ie34.

Recordem que sobre /\2 C* —i, per tant, sobre W— hi tenim una forma bilineal
simetrica B. Si calculem els valors que pren B sobre la R-base de W, observem
que obtenim una matriu diagonal amb 2 a la diagonal. Es a dir, B és un producte
escalar (real) definit positiu sobre W i {w;/~/2 : i = 0,...,5} és una base
ortonormal respecte de B. D’altra banda, ’acci6 de SU(4) conserva la forma
bilineal B. En conclusio, hem obtingut un homomorfisme de grups

SU(4) — 0(6).
Com que els grups SU(n) sén connexos, tenim

1s: SU(4) — SO(6).
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A continuacio, demostrem que el nucli de 7t és {+I}. Suposem que A =
(aij) € SU(4) és tal que deixa fixos els elements de la base de W. A partir d’aqui
és facil veure que A actua trivialment sobre /\2 C*: per a cada i < j tindrem
Aej A Aej = e; Aej; prenem k # i, j i, considerant els coeficients de e, ejk i e;j
a la igualtat anterior, arribem a

Aiidkj = Akidij, Ajidkj = Akidjj, Aiidjj — ajidij = 1.

Deduim que A ha de ser diagonal i el producte de dos elements qualssevol de
la diagonal ha de ser igual a 1, que només és possible si A = +1I.

Relacionem ara 7rg: SU(4) — SO(6) amb I’epimorfisme 115: Sp(2) — SO(5)
de I’apartat anterior. Recordem que haviem vist que Sp(2) s’identifica al sub-

grup de SU(4) format per les matrius que conserven la forma alternada no

degenerada sobre V donada per Q = (91 é) en la base canonica ej, e, es,

e4 (pagina 20). Aquesta forma dona una aplicacié lineal w: /\2 V — C que
compleix

w(err) = w(ers) = wlexs) = wless) =0, w(e13) = wlex) =1

i, per tant, w(wg) = 2ii w(w;) = 0 per i + 0. Aix0 ens diu que un element
de SU(4) conserva w si i només si deixa fix wg. En conclusio, mg: SU(4) —
SO(6) envia Spin(5) = Sp(2) a SO({wg)*) = SO(5). Ara caldra relacionar
aquest epimorfisme de Spin(5) a SO(5) amb 175: es compleix que aquest dia-
grama és commutatiu:

Sp(2) —— SU4)

o

SO(5) —— SO(6)

La manera elemental de demostrar la commutativitat d’aquest diagrama és
fent un calcul directe: prenem una matriu arbitraria A € Sp(2), calculem
explicitament la matriu 116 (Ac) i la comparem amb la matriu 775 (A).2!

Finalment, demostrarem que 116 és exhaustiva. Considerem, doncs, una
matriu R € SO(6) per a la qual volem trobar P € SU(4) tal que 16(P) = R.
Escrivim

R(wo) = Awo + pw, w € (wo)*, [lwl|® = [lwol|* = 2, A% + pu* = 1.

Sigui S € SO({wp)*) una rotacié qualsevol tal que S(w) = w;, de manera
que SR(wg) = Awg + pw;. Ja sabem que existira A € Sp(2) ¢ SU(4) tal que
S = 116(A). Considerem la matriu complexa diagonal

M := Diag(Ai — pu, Ai + u, —1i,—1).

21 Per fer aquest calcul i trobar la base wy, ..., ws que fa que el diagrama sigui commutatiu
vaig utilitzar sagemath, en particular, aquest script (accessible des de la versio electronica de
I'article). Seria bonic trobar una demostracié breu i no computacional de la commutativitat del
diagrama, pero la veritat és que fer aquest calcul amb sagemath també té el seu encant.


https://tinyurl.com/592rbswv
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Tenim que MeSU(4) i Tt (M )(wo)=Awq + pwi. Aleshores 116 (M 1116 (A)R (Wo)=
wp, amb la qual cosa existira B € Sp(2) tal que (M ~1)16(A)R = 116(B) i
deduim que R és a la imatge de 11.

8 Conclusio

Hem completat el nostre objectiu de donar descripcions explicites, detallades
i coherents de les isogénies esporadiques entre els grups d’espinors Spin(k)
per k < 7 i grups de les families SU(n) i Sp(n), i hem obtingut aquest diagrama
commutatiu:

Spin(3) —— Spin(4) ——— Spin(5) —— Spin(6)

Sp(1) —>— Sp(1) x Sp(1) —— Sp(2) SU(4)

I B o

SO(3) ‘ SO(4) ‘ SO(5) —~— SO(6)

Esperem que, més enlla de I'interés que aquestes isogenies classiques puguin
tenir, el cami que hem seguit —i les digressions que hem fet— puguin ser tutils
per iniciar-se en I'estudi dels grups de Lie compactes i les seves apassionants
propietats geometriques i topologiques.??

CATEDRATIC DE TOPOLOGIA JUBILAT
UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA

Jaume.Aguade@uab.cat

22 Si us ha agradat aquest estudi de les rotacions en dimensio < 7, no us perdeu els fets
extraordinaris que succeeixen en dimensio 8.
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Resum: En aquest treball s’expliquen teécniques de papiroflexia modular que ens
permeten fer amb paper una gran varietat de poliedres: els cinc solids platonics, els
tretze poliedres arquimedians, els vuit deltaedres convexos i les seves estelacions,
prismes, antiprismes, piramides i cipules geodeésiques fullerianes, entre d’altres.
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Introduccio

Ara fa cinquanta anys es va publicar amb el nom de caixa de colors un cub de pa-
per que actualment és molt popular i que es coneix com a cub de Sonobe. Aques-
ta figura de paper es construeix a partir de sis moduls basics que s’uneixen
mitjancant pestanyes i butxaques, sense utilitzar cola, per formar un cub. El
cub de Sonobe va donar lloc al naixement de tota una nova branca de la pa-
pirofléxia: la papirofléexia modular. Des d’aleshores s’han creat altres moduls
per fer poliedres modulars en paper, com el tetraedre i I'octaedre de Kuni-
hiko Kasahara (Omnibus Origami, 1988), I'icosaedre de Tomoko Fuse (BOS
Convention, 1987), el dodecaedre de Lewis Simon (Pajarita num. 26, 1989), el
cubooctaedre de Lewis Simon (Pajarita Extra, 1988), el cub truncat d’Oriol Bach
(Pajarita nam. 29, 1989), el rombicuboctaedre de Natale Fietta (CDO, 1986) o el
dodecaedre rombic de David Brill (BOS Convention, 1986).

Tots aquests moduls s’uneixen de la mateixa manera que el cub de Sonobe i
I’esséncia de la majoria d’aquests moduls és aconseguir un angle molt concret
per fer els poligons que formaran el poliedre.



38 Jaume Coll Guerrero

Cal destacar un modul de tipus aresta molt versatil, flexible i resistent,
el Kantenmodul (2002), de I'alemanya Carmen Sprung; amb aquest modul es
poden construir una gran varietat de poliedres, com per exemple quatre dels
cinc solids platonics, la familia dels vuit deltaedres convexos, molts deltaedres
concaus, prismes, antiprismes, piramides, capules fullerianes, triangulacions
de solids platonics i arquimedians, etc.

També cal destacar els moduls aresta de 120 graus (1987), 135 graus (1987)
i 144 graus (2013) de l'origamista de Singapur Francis Ow (1949-2018), que
permeten fer els tretze poliedres arquimedians. La collecci6 dels tretze polie-
dres arquimedians fets amb origami modular fou exposada per Dirk Eisner
I'any 2011 a Friburg de Brisgovia en la 6 Internationale Tagunz Zur Faltikdidak-
tik, convenci6 de papirofléxia organitzada per Nick Robinson i el badaloni Joan
Sallas. Els moduls utilitzats en aquestes figures i dissenyats ’any 2007 conjun-
tament per Tomoko Fuse, Dirk Eisner i el mateix Francis Ow eren variants dels
moduls de Francis Ow.

Acabem la introducci6 explicant I'estructura d’aquest article. A la primera
part del treball es fan algunes observacions sobre 1'origen dels poliedres i
es demostra que tan sols existeixen cinc solids platonics o regulars i tretze
poliedres arquimedians o semiregulars.

A la segona part del treball es descriuen els moduls aresta de Francis Ow i el
modul aresta Kantenmodul de Carmen Sprung i es veuen algunes de les seves
possibilitats. En aquesta part del treball descriurem una generalitzacio dels
moduls aresta de 1201 135 graus de Francis Ow. Aquesta generalitzacio descriu
un procediment que ens permet canviar I’angle general per un altre de concret,
obtenir casos particulars de moduls aresta i construir altres tipus de poliedres.
Els moduls aresta de 120 i 135 graus de Francis Ow s6n casos particulars
d’aquest metode més general.

A la tercera part del treball es descriu el modul de Sonobe i també es veuen
algunes de les seves possibilitats, en particular la construcci6 de fractals, com
I’esponja de Menger. En aquest apartat es calcula i es demostra quin és el génere
de la superficie que s’obté en ’enésima iteraci6 per definir aquest fractal.

La darrera part del treball esta dedicada a la construccié amb papirofléxia
modular de mosaics plans. Veurem que alguns motius de ’Alhambra de Grana-
da també poden tessellar un cub i en farem efectius dos: ’avi6 nassarita i I'os
nassarita. El treball finalitza amb la construccié d'una figura no modular multi-
forme inspirada en un tercer motiu dels mosaics de I’Alhambra de Granada: un
tetraedre no modular construit a partir d'un ocellet nassarita tridimensional.

1 Poliedres

1.1 Els humans i els poliedres

Fa milers d’anys que els humans coneixen els poliedres. Un dels exemples més
antics, enigmatic i emotiu és la gran piramide de Kheops, segon fara¢ de la
1v dinastia egipcia. Aquesta construccié faraonica esta situada a la planura de
Guiza, avui dia al costat de la ciutat del Caire o Al-Qahira (la Victoriosa). Essent
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la més gran de totes les piramides egipcies, té una al¢aria de h = 146.6 m
i el costat de la base fa b = 230.4 m de longitud, de la qual cosa podem
deduir que la seva inclinacié té un valor numeric que es pot aproximar per
l'arrel quadrada del nombre auri m = tan(x) ~ +/¢p, amb un error relatiu
del 0.04 %, o també un valor aproximat de m = tan(x) ~ '3/18, amb un error
relatiu del 0.01 %. En la resta de les piramides de I'antic Egipte no es donen
aquestes aproximacions numeriques i, per tant, cal esperar que aquestes i
d’altres aproximacions expressades amb funcions senzilles siguin casualitats
numeriques.

- = A

_—

Altres poliedres forca enigmatics es poden veure en el Museu Galoroma
Lugdunum de la ciutat francesa de Li6. A més de daus i compassos de 1'época
romana, aquest museu té dos dodecaedres de bronze datats al voltant dels se-
gles 11 i 111 de la nostra era. En les seves dotze cares foradades per cercles de
diferents mides es poden veure algunes marques circulars, i en cadascun
dels seus vint vertexs que connecten les trenta arestes hi ha unes petites es-
feres. Avui dia es coneixen més de cent d’aquests dodecaedres, la majoria
trobats a Franca, i un unic icosaedre al LVR-Landesmuseum de Bonn. Encara
no es coneix quina era la utilitat d’aquests objectes perque no se n’han trobat
referéncies historiques documentades.

Com han arribat els humans a coneéixer figures geomeétriques tan regulars?
Una part de la resposta és que observessin aquestes formes geomeétriques a la
natura. Molts minerals cristallitzen macroscopicament en diferents tipus de
poliedres forca regulars. Aquest procés natural es produeix a I’escorca de la
terra des de milions d’anys abans de I’aparicié dels humans. Aixi, tenim que
la pirita cristallitza en cubs, octaedres i dodecaedres, i la fluorita i la magnetita,
en octaedres gairebé perfectes per a I'ull huma. Aquests son tres exemples de
poliedres en queé totes les cares son poligons regulars iguals i en tots els vertexs
conflueix el mateix nombre de cares. Aquests poliedres s’anomenen poliedres
regulars o solids platonics en honor de Plato, que els menciona en el Timeu [10]:
«El foc esta format per tetraedres; I'aire, d’octaedres; I'aigua, d’icosaedres; la terra,
de cubs; com que encara és possible una cinquena forma, Déu ha utilitzat aquesta, el
dodecaedre pentagonal, perqué serveixi de limit al mén».

La pirita també pot cristallitzar en forma de cubooctaedre, que és un
poliedre semiregular format per sis quadrats i vuit hexagons regulars. Un
darrer exemple és el granat, que pot cristallitzar com a dodecaedre rombic,
que és un dels tretze poliedres de Catalan.
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Els poliedres semiregulars també s’anomenen poliedres o solids arquime-
dians en honor d’Arquimedes de Siracusa (segle 111 aC). Tot i que no es conser-
ven traduccions de I'obra original d’Arquimedes que parlin d’aquests poliedres,
hi ha referéncies d’autors grecs, com Papos d’Alexandria (segle 1v dC), que en el
llibre v secci6 xX1X de la seva Coleccio matematica, dedicada als cossos solids,
descriu els cinc poliedres platonics i tretze poliedres formats per diferents
poligons equilaters i equiangles que atribueix a Arquimedes [19].

1.2 Poliedres platonics i arquimedians

Els poliedres estan formats per elements de dimensio 2 (les cares C), de dimen-
sio 1 (les arestes A) i de dimensio zero (els vertexs V). Per a qualsevol poliedre
homeomorf al'esfera, aquests elements estan relacionats per la féormula d’Euler:

C+V=A+2. (1)

Leonhard Euler (Basilea, 1707 - Sant Petersburg, 1783) va proposar aquesta
igualtat en una carta escrita a Berlin amb data 14 de novembre de 1750 i
dirigida al seu amic Christian Goldbach, que vivia a Sant Petersburg. La primera
demostracié rigorosa de la formula d’Euler no fou donada fins al 1847 per Karl
von Staudt [16]. Aquesta equaci6 diofantica lineal (1) té infinites solucions, pero
no totes les solucions es corresponen a un poliedre; per exemple, no existeix
cap poliedre amb els valors C =V = A = 2, tot i que aquests valors compleixen
la relacio d’Euler 2 + 2 = 2 + 2.

A continuacié ens centrarem en els poliedres convexos, que tenen certa
regularitat en les cares i en els vertexs.

DEFINICIO 1. Direm que un poliedre convex és regular o platonic si totes les
seves cares son poligons regulars dun tnic tipus i en cada vértex conflueix el
mateix nombre de cares.

Altres poliedres forca regulars son els prismes regulars i els antiprismes
regulars. Aquests poliedres estan formats per dos poligons regulars parallels
de n costats units per n quadrats i per 2n triangles equilaters, respectivament.
Existeixen infinits prismes regulars i infinits antiprismes regulars, un per cada
poligon regular. El prisma regular amb base un quadrat és el cub i I'antiprisma
regular amb base un triangle equilater és 1'octaedre.

DEFINICIO 2. Direm que un poliedre convex, que no sigui un prisma o anti-
prisma, és semiregular o arquimedia si totes les seves cares son poligons
regulars de dos o més tipus i en cada vertex conflueix el mateix tipus de cares i
en el mateix ordre.

Per demostrar que tan sols existeixen cinc poliedres platonics i tretze
poliedres arquimedians, imposarem les respectives condicions de regularitat a
la formula d’Euler.

TEOREMA 3. Tan sols existeixen cinc poliedres regulars o platonics.

PROVA. Cada aresta esta limitada per dos vértexs. A cada aresta confluei-
xen dues cares, i dues cares comparteixen com a maxim una Unica aresta.
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Com que el poliedre és regular, totes les cares que el formen son poligons
regulars amb n arestes i n vértexs; a més, a cada vertex del poliedre conflueixen
m cares i m arestes. Evidentment, n > 3 i m > 3. Aquesta informaci6 ens
permet obtenir relacions entre el nombre de cares C, el nombre d’arestes A i el
nombre de vértexs V:

a_nC o, _nC o 24
2 m m
Substituint aquestes expressions en la féormula d’Euler (1), obtenim els va-

lors C, A,V € N en funci6 dels parametres naturals n, m € N:

C+LC:LC+2:C:4—M’

m 2 2n+2m-—-nm
2—A+2—A:A+2:«A=—2nm , (2)
n m 2n+2m-—nm

mvoy_mVo, Ly 4n
n 2n +2m —nm

Ara cal resoldre aquestes tres noves equacions diofantiques algebraiques.
Primer de tot veurem que un dels parametres val 3: n = 3 0 bé m = 3. En efecte,
és evident que el denominador d’aquestes expressions és positiu:
1 1 1
2n+2m-nmm>0= — + — > —. (3)
n m 2
Si els dos parametres sén diferents de 3, aleshores n > 4 i m > 4, i obtenim la

contradicci6é seglient:

11,11 11

2 4 4 n m )
Si m = 3, de la desigualtat (3) deduim que m < 5, i per simetria de les varia-
bles n, m en la mateixa desigualtat (3), tenim que n < 5 si m = 3. Aixi doncs,
tenim cinc possibilitats, i amb les expressions (2) podem deduir el nombre de
cares, arestes i vértexs.

N

n m C A V

3 5 20 30 12 Icosaedre

3 4 8 12 6 Octaedre

3 3 4 6 4 Tetraedre

4 3 6 12 8 Cub

5 3 12 30 20 Dodecaedre O

Observem que el nombre d’arestes sempre és un multiple de 6 i que el
nombre de cares i de vertexs és parell.

T
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Canviant la condicié de convex per concau, s’obté una familia de quatre
poliedres regulars concaus, coneguts amb el nom de poliedres de Kepler-Poinsot.

Seguint els passos de la demostracié anterior i amb un argument més
elaborat, es pot demostrar que tan sols existeixen tretze poliedres arquimedians
o semiregulars [2].

Préviament veurem tres lemes que ens permetran descartar molts possibles
casos. Definim s com el nombre de tipus de poligons regulars diferents que té
el poliedre arquimedia.

LEMA 4. En cada vértex d’un poliedre semiregular o arquimedia no poden con-
fluir quatre o més tipus de poligons diferents. Es a dir, s < 3.

PROVA. Suposem el contrari; aleshores els angles interiors dels poligons re-
gulars que formin el poliedre arquimedia seran superiors o iguals a % rad
(60 graus, triangle equilater), % rad (90 graus, quadrat), 37" rad (108 graus,
pentagon regular) i 27" rad (120 graus, hexagon regular). D’aqui obtenim la
contradicci6é seglient:
n+n+3—n+2—n—2—1n>2n
3 2 5 3 10 ’
perque la suma dels angles interiors dels poligons regulars que conflueixen en
un mateix vertex ha de ser inferior a 27t rad, ja que el poliedre és convex. O

LEMA 5. Sia cada veértex d’un poliedre semiregular o arquimedia hi conflueixen
tres poligons i un d’ells té un nombre senar de cares, aleshores els altres dos
poligons han de tenir el mateix nombre de cares.

b b

2r +1
PROVA. Suposem el contrari, és a dir, existeix una configuracio6 del tipus
b c
(a,b,c) asenarib # c;

a

aleshores un dels vertexs del poligon amb un nombre senar de costats no
tindra la mateixa configuracio, degut a I’alternanca dels valors b, c al voltant
del poligon amb un nombre senar de costats. Ho illustrem amb un pentagon.
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LEMA 6. Sia cada veértex d’'un poliedre semiregular o arquimedia hi conflueixen
quatre poligons i com a minim un d’ells és un triangle equilater, aleshores les
uniques configuracions de vertexs son (3,3,3,a) i (3,a,b,a) amb a + 3, és a dir,
podem aconseguir una configuracio de vértexs on un dels triangles equilaters té
els dos poligons adjacents amb el mateix nombre de cares.

3 3 3 a
5 | a a | b
(3,3,3,a) (3,a,b,a)

PROVA. Si a cada vertex conflueixen quatre triangles equilaters, aleshores tenim
un poliedre regular.

Si a cada vertex conflueixen exactament tres triangles equilaters, aleshores
obtenim la configuraci6 de vertexs dels antiprismes (3, 3, 3,n).

Si a cada vertex conflueixen exactament dos triangles equilaters, aleshores
tenim dues possibilitats (3, 3, a, b) (triangles equilaters adjacents) i (3, a, 3, b)
(triangles equilaters oposats). Els dos casos no son possibles com s’illustra en
el dibuix segiient:

a 3
3 3 b a/s b
3 \4 3/ a=b\3

Si a cada vertex conflueix exactament un triangle equilater, aleshores en la
configuraci6 (3, a, b, c) la cara de b costats sempre esta oposada al triangle
equilater, de la qual cosa es dedueix que a = c.

(3,a,b,c) (3,a,b,a)

O

TEOREMA 7. Tan sols existeixen tretze poliedres semiregulars o arquimedians.

PROVA. La demostracio d’aquest teorema es divideix en I'analisi de diferents
casos. Observem que en un mateix vertex no poden confluir més de cinc
poligons, perqué aleshores la suma dels angles seria superior als 21 rad.
Utilitzem la notacio segiient: n(c) vol dir n poligons de ¢ costats, {= n}(c) vol
dir un nombre superior o igual a n poligons de ¢ costats, n(2m = c¢) vol dir
n poligons amb ¢ o més costats que compleixen la condicié m = c/2.
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1. Poliedres formats tan sols per triangles equilaters i quadrats.

4,3,3) en contradiccié amb el lema 5

4,3,3,3) antiprisma quadrangular

4,3,3,3,3) s=2,m3=4mg=1,m=5
(1) cub xato

1(4)+{=5}(3) La suma d’angles supera 271t

4,4, 3) prisma triangular

(4,4,3,3) en contradiccio amb el lema 6

(4,3,4,3) s=2,m3=2,my=2,m=4
(11) cubooctaedre

2(4) + {= 3}(3) La suma d’angles val > 21t

(4,4,4,3) s=2,m3=1,myg=3, m=5

(111) rombicuboctaedre

3(4) + {= 2}(3) La suma d’angles supera 271
{=4}(4)+{=1}(3) La suma d’angles supera 271

2. Poliedres formats tan sols per triangles equilaters i pentagons.

(5,3,3) en contradiccié amb el lema 5

(5,3,3,3) antiprisma pentagonal

(5,3,3,3,3) s=2,m3=4,ms=1,m=>5
(1v) dodecaedre xato

1(5) +{=5}(3) La suma d’angles supera 27t

(5,5,3) en contradiccié amb el lema 5

(5,5,3,3) en contradiccié amb el lema 6

(5,3,5,3) s=2,mz3=2,ms=2,m=4
(V) icosidodecaedre

2(5) + {= 3}(3) La suma d’angles supera 271t

{=3}(5)+ {=1}(3) La suma d’angles supera 271t

3. Poliedres formats tan sols per triangles equilaters i hexagons.

(6,3,3) en contradiccié amb el lema 5

(6,3,3,3) antiprisma hexagonal

1(6) + {=4}(3) La suma d’angles val > 21

(6,6,3) s=2mz3=1mg=2,m=3
(VI) tetraedre truncat

2(6) + {= 2}(3) La suma d’angles val > 277

{=3}(6) +{=1}(3) La suma d’angles val > 21T
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4. Poliedres formats tan sols per triangles equilaters i n-agons, n > 7.

(n,3,3) en contradicci6 amb el lema 5

(n,3,3,3) antiprisma n-gonal

1(n) + {=4}(3) La suma d’angles supera 271t

(8,8,3) s=2m3=1,mg=2,m=3
(v1I) cub truncat

(10,10,3) s=2,m3=1,myo=2,m=3
(vir) dodecaedre truncat

2n+1,2n+1,3) en contradiccié amb el lema 5

2(2m=12)+{=1}(3) La suma d’angles supera 271t

2(n) + {= 2}(3) La suma d’angles supera 271

{=3}(n) + {=1}(3) La suma d’angles supera 271

5. Poliedres formats tan sols per quadrats i n-agons, n > 5.

(n,4,4) prisma n-gonal

1(n) + {=3}(4) La suma d’angles supera 27t
2n+1,2n+1,4) en contradiccié amb el lema 5
(6,6,4) s=2my=1,mg=2,m=3

(1X) octaedre truncat

(6,6,4,4) La suma d’angles supera 27t
22m = 8) + {=1}(4) La suma d’angles supera 271t
{=3}(n) + {=1}(4) La suma d’angles supera 271t

6. Poliedres formats tan sols per pentagons i n-agons, n > 6.

(n,5,5) en contradiccié amb el lema 5
1(n) + {= 3}(5) La suma d’angles supera 27t
(6,6,5) s=2ms=1,mg=2,m=3

(X) icosaedre truncat

22m =7) + {= 1}(5) La suma d’angles supera 271t
{=3}(n) + {=1}(5) La suma d’angles supera 271t

7. Poliedres formats tan sols per dos tipus diferents de n-agons, n > 6.

Aquest cas és impossible perque la suma dels angles interns sempre és
superior a 27r.

8. Poliedres formats tan sols per triangles equilaters, quadrats i n-agons,
n = 5.
(n,4,3) en contradiccié amb el lema 5
(n,4,3,3) en contradiccié amb el lema 6
(n,3,4,3) en contradiccié amb el lema 6
(n,3,3,4) en contradiccié amb el lema 6
(5,4,4,3) en contradiccié amb el lema 6
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(5,4,3,4) s=3,m3=1,myg=2, ms=1, m=4
(x1) petit rombicosidodecaedre

(5,3,4,4) en contradiccié amb el lema 6

1(n)+1(4) + {=3}(3) La suma d’angles supera 271t

1(n=6)+{=1}(4) + {=1}(3) La suma d’angles supera 27t
{=2}(n) +{=1}(4) + {=1}(3) Lasuma d’angles supera 21
9. Poliedres formats tan sols per tres tipus de poligons que no siguin trian-
gles.

En aquest darrer cas la suma de quatre angles interns diferents sempre
és superior a 277:

X1 +0r+03+04>4-11/2 =2TT.

Per tant, en cada vertex conflueixen tres poligons regulars diferents que,
degut al lema 5, tindran un nombre parell de costats; en aquesta situacio
les tiniques combinacions que no superen els 27t radians son:
(8,6,4) s=3,myg=1,mg=1,mg=1,m=3
(x11) gran rombicuboctaedre
(10,6,4) s=3,mg=1,mg=1,myp=1,m=3
(x111) gran rombicosidodecaedre
O

Els arguments anteriors séon de tipus local i no hem utilitzat la caracte-
ristica d’Euler-Poincaré del poliedre. Per calcular el nombre exacte de cares,
vertexs i arestes d’aquests poliedres, definim C,, com el nombre de n-agons de
n arestes i n vertexs d'un poliedre arquimedia, 1 com el nombre de cares
o arestes que conflueixen en un vertex i m; com el nombre de cares n;-gonals
que conflueixen en un vertex.

TEOREMA 8. El nombre de vertexs, cares i arestes dels poliedres arquimedians
ve donat per la taula de valors segiient.

Poliedre Vertexs Arestes Cares
(1) cub xato 24 60 38
(I cubooctaedre 12 24 14
(Il1)  petit rombicuboctaedre 24 48 26
(IvV)  dodecaedre xato 60 150 92
V) icosidodecaedre 30 60 32
(VI) tetraedre truncat 12 18 8
(Vi)  cub truncat 24 36 14
(VIII)  dodecaedre truncat 60 90 32
(IX) octaedre truncat 24 36 14
X) icosaedre truncat 60 90 32
(X1)  petit rombicosidodecaedre 60 120 62
(X1I1)  gran rombicuboctaedre 48 72 26

(X1I1)  gran rombicosidodecaedre 120 180 62
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PrROVA. Utilitzant el mateix argument que en el cas platonic deduim:

) s S
1 1
C=> Cn, A:EZniCni, V=" niCy,. 4)
: : m
i=1 i=1 i=1
En aquest cas el nombre de vértexs també compleix les igualtats segiients:
v="0m i,

i
Aleshores podem deduir els valors de C,, resolent el sistema de s equacions
lineals en C,, format per la relacié donada per la formula d’Euleri s — 1 de les
equacions anteriors:

ni  n
St (15 ) Cn =2,
MG _ MG oo o
m m;

Concretament, si a cada vertex conflueixen dos tipus de poligons (s = 2), cal
resoldre un sistema de dues equacions i dues incognites:

2 m 2 m Cn, 2
_m na Cn,)  \O
mq mo

i, en el cas que en cada vertex conflueixin tres tipus de poligons (s = 3), cal
resoldre un sistema de tres equacions i tres incognites:

LM e me o my Mg
2 m 2 m 2 m
n n " 2
1 2
-— — 0 =
- _— Cn, 0
_m 0 ns Cnaf A0
mi ms
Els valors m i n;, m;, Vi = 1,...,s, els hem determinat en la demostracio
del teorema 7, cosa que permet calcular els valors Cy,, Vi = 1,...,s, i tam-
bé la terna de valors (C,V,A) per a cada tipus de poliedre mitjancant les
igualtats (4). O

El cub xato i el dodecaedre xato existeixen en dues variants que son isometri-
ques: la forma levogira i la forma dextrogira. El rombicuboctaedre esta format
per dues cupules i un prisma octogonal central; girant 45 graus una d’aquestes
cupules, s’obté I'anomenat pseudorombicuboctaedre, també anomenat solid de
Sommerville [14] o solid de Miller [7]. Aquest poliedre té les mateixes propietats
de regularitat en els vertexs que el rombicuboctaedre, pero té menys simetries
axials i especulars. El rombicuboctaedre i el pseudorombicuboctaedre no sén
figures isometriques.
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2 Papiroflexia d’alguns moduls aresta
2.1 Que és la papiroflexia?

Aquesta mateixa pregunta es devien fer el novembre de 1936 els lectors del diari
La Prensa de Buenos Aires, en el qual, en una entrevista de Carlos A. Leumann
a 'odontoleg burgales Vicente Solérzano Sagredo, apareix per primer cop la
paraula papirofléxia. De fet, en aquest article surten dues paraules creades pel
docor Solorzano (vegeu també [12, 13]):

e «papirola: todas las producciones cientifico-artisticas realizadas con pa-
pel.»
e «papiroflexia: El arte de doblar geométricamente el papel.»

Aquestes dues paraules, aixi com la paraula papirofléxico, no van ser incloses
al diccionari de la RAE fins I'any 1986, tot i que si que apareixien en altres
diccionaris. El doctor Solérzano també va fundar 'any 1954 el Museu de
Papiroflexia a la ciutat de Buenos Aires. Posteriorment, ’'any 1961, aquesta
collecci6 es va traslladar a Valladolid, on un dels seus companys d’estudis,
Nemesio Montero Pérez, la va dipositar en el Museu de Ciéncies Naturals
d’aquesta ciutat. Amb els anys, i després d’algunes gestions amb les germanes
del doctor Montero, les figures d’aquesta collecci6 van ser cedides a I’Asociacion
Esparfola de Papiroflexia (AEP), on es conserven actualment en dos grans baguls,
que estan pendents d’estudi i catalogacio.

Trenta-sis anys abans de la publicaci6 del llibre del doctor Sol6rzano, quan
encara no existia la paraula papirofléxia, I'escriptor i filosof Miguel de Unamuno
va publicar un apéndix al llibre Amor y pedagogia amb el titol Apuntes para un
tratado de cocotologia; en aquest apéndix podem llegir el segiient [18]:

La palabra cocotologia se compone de dos, de la francesa cocotte, pajarita de
papel, y de la griega logia, de logos, tratado. La palabra francesa cocotte es una
palabra infantil y que se aplica en su sentido primitivo y recto a los pollos y
por extension a las aves. En sentido traslaticio, a las pajaritas de papel y a las
mozas de vida alegre.

Poques llengiies del mo6n tenen una paraula propia equivalent a papirofléxia.
Trobem la paraula paper folding en angles, Papierfalten en alemany, zhézhi en
xines i origami en japones (de oru, «plegar», i kami, «paper»). Aquesta darrera
paraula és la que s’utilitza en la majoria de llengiies del mén per designar
aquest art de plegar el paper.

Avui dia no esta clar que la papiroflexia s’originés al Jap6. D’aquest pais, a
més d’imposar-se la paraula origami en les altres llengiies del moén, es coneix
el llibre més antic dedicat integrament a la papirofléxia. Es un anonim de 1797
que porta per titol Hiden Senbazuru Orikata, i que podriem traduir per El secret
del plegatge de les 1000 grues, on es descriuen les construccions de diferents
tipus de grues de paper. Del Jap6 també es coneix documentalment un cub de
paper anomenat Tamatebako o cofre del tresor, publicat 'any 1734 per Hayato
Ohoka en el llibre Ranma Zushiki.

A Occident la figura d’origami documentada més antiga que es coneix és la
caixa del Llibre d’hores, de Caterina de Cleveris (segle xv). Uns 500 anys més
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tard podem trobar la descripcio de la seva construccio en la figura nimero 6 del
llibre anonim Una hoja de papel, publicat per 'Editorial Salvatella [1]. Vicente
Palacios Garrido, expresident de I’AEP, va esbrinar que aquest llibre fou escrit
per Lorenzo Herrero Saiz. Molt probablement Lorenzo Herrero no coneixia el
Llibre d’hores, de Caterina de Cléveris i, per tant, cal esperar que aquesta caixa
i d’altres figures tradicionals i molt populars que apareixen en el mateix llibre,
com 1'ocellet (pajarita en castella, cocotte en frances), s’hagin transmes per
tradicio oral al llarg dels segles.

A més de la papiroflexia classica, en que es construeix una figura a partir
d’un tnic paper, que normalment és un full dinA4 o un paper quadrat, avui dia
existeixen diferents branques de la papirofléxia, com la papirofléexia modular, en
que es construeixen figures de paper unint diverses copies d'un mateix modul
(o de diferents moduls, papirofléxia multimodular), la papirofléxia cinética,
en que es construeixen figures de paper amb moviment, o la papiroflexia
multiforme, on apareixen diferents figures en una successio de plecs.

En el material suplementari! veurem com podem construir amb paper els
cinc solids platonics i els tretze poliedres arquimedians amb tecniques de
papirofléxia modular.

3 El cub de Sonobe

El cub de Sonobe és el cub de paper més popular. Aquest cub és modular i esta
format per sis moduls iguals, un per cada cara del cub. El modul de Sonobe es
construeix fent uns determinats plecs en un full quadrat de paper.

Pas 1 Pas 2 Pas 3

N N

Comenceu amb Plegueu i desplegueu Plegueu i desplegueu
un full quadrat en vall per la meitat en vall per la quarta part
Pas 4 Pas 5 Pas 6 Pas 7
RN | -
|
I I ! N
TN | ™ SN
I I J
| |
l l N7
| N /
N | _
4 |
Plegueu en vall Plegueu en vall Plegueu Plegueu
en vall en muntanya

1 Vegeu el material suplementari a 'edicié digital d’aquest volum, Butlleti de la Societat Catalana
de Matematiques (en linia) (2024), vol. 39 (1-2), https://revistes.iec.cat/index.php/BSCM.
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Observem que la construccié del modul de Sonobe és asimetrica; en
efecte, en el pas 4 hem fet els plecs en dos vertexs oposats del quadrat.
També es poden fer els plecs triant els altres dos vertexs oposats del qua-
drat i repetir els passos 4 a 7; d’aquesta manera obtenim un modul simetric.

Pas 4’ Pas 5’ Pas 6’ Pas 7’
N |
2~ :
| |
N N
| |
| |
N |
P4 :
Plegueu en vall Plegueu en vall Plegueu Plegueu
en vall en muntanya

El modul de Sonobe té forma de romboide amb angles de 45 i 135 graus,
ila seva base és el doble de la seva alcaria. Podeu comprovar que cada punt
del romboide té quatre capes de paper i, per tant, la seva superficie és la
quarta part del quadrat inicial. Per unir els sis moduls romboidals i formar
el cub no cal utilitzar cola; s’'uneixen perque cada modul té dues butxaques
i dues pestanyes. Les dues butxaques estan situades a la diagonal menor del
romboide, que també és una diagonal del quadrat central, i les pestanyes son
els dos triangles rectangles isosceles laterals.

Modul de Sonobe:

b=2h

Per unir dos moduls, en girem un 90 graus i introduim una pestanya del
primer modul en una butxaca del segon. La resta dels moduls s'uneixen de la
mateixa manera. El modul obtingut en el pas 7 no es pot encaixar de manera
natural amb el modul del pas 7’. Per construir un cub cal fer sis moduls idéntics
com en el pas 7 o sis moduls idéntics com el pas 7’; en els dos casos I'efecte
visual és el mateix. Si en el pas 7 o 7’ fem un plec en vall en lloc de muntanya,
aleshores, quan unim sis moduls, obtenim un cub amb les cares llises, no
dividides en triangles.

i 1

Uni6 de dos moduls Uni6 de sis moduls del Uni6 de sis moduls del
pas 7 o 7’ en muntanya pas 7 o 7’ en vall
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3.1 Lajoia de Takahama

Fent un nou plec en el modul de Sonobe s’obté una variant que en aquesta
secci6 anomenaré modul de Takahama.

Pas 8 Pas &’

. Plegueu en muntanya ‘

Unint tres moduls de Takahama obtenim un altre hexaedre: la bipiramide
triangular. La uni6 de dos moduls de Takahama es fa com en el cas del modul
de Sonobe. Les altres propietats del modul de Takahama sén semblants a les del
modul de Sonobe. El modul obtingut en el pas 8 no es pot encaixar de manera
natural amb el modul del pas 8'. Per construir una bipiramide triangular cal fer
tres moduls identics com en el pas 8, o tres moduls idéntics com en el pas 8’;
en els dos casos I'efecte visual és el mateix. Si en els passos 7-8 o0 7’-8’ fem
plecs en vall en lloc de muntanya, aleshores, quan unim tres moduls, obtenim
una bipiramide triangular amb les cares llises no dividides en triangles.

oo

Uni6 de dos moduls Uni6 de tres moduls dels Uni6 de tres moduls dels
de Takahama passos 7-8 o0 7’-8’ passos 7-8 0 7’-8’
en muntanya en vall

Nota historica: segons I'historiador de I'origami David Lister (Grimsby,
1930-2013), la joia de Takahama fou publicada per primer cop I'any 1974
en el llibre Vida creativa amb origami creatiu [17], escrit en japonés per 1'origa-
mista nipona Toshie Takahama (Toquio, 1910-1999). El nom de joia és degut al
fet que Toshie Takahama feia collarets unint uns quants d’aquests hexaedres
amb una corda. A finals de la década dels anys seixanta, Toshie Takahama va
fundar el Sosaku Origami Group 67 (grup de creacié o d’estudi de I’origami),
del qual formaven part, entre d’altres, Mitsunobu Sonobe i Kunihiko Kasahara.
Aquest petit grup de plegadors es reunia periodicament a I’escola Tamagawa
Gakuen, a I'oest de Toquio.

David Lister també afirma que el cub de Sonobe fou publicat per primer cop
I'any 1968 a les pagines 101 11 de la segona de les set revistes editades pel
Sosaku Origami Group 67.
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Amb les publicacions de Toshie Takahama es va donar a conéixer el modul
de Sonobe. Aixi, el cub de Sonobe i la joia de Takahama van ser les figures
modulars que van donar lloc a ’actual especialitat de 1'origami modular. El
cub de Sonobe es va publicar posteriorment en diverses revistes i llibres de
papiroflexia amb el nom de caixa de colors, com per exemple en la pagina 19
del niimero 0, volum 3, del butlleti de la NOA (Nippon Origami Association), de
I'any 1974, del qual era directora Toshie Takahama.

Cubs de Sonobe i joies de Takahama  Toshie Takahama i Mitsunobu Sonobe

Mitsunobu Sonobe (T EE F:{#1) va néixer 'any 1937. En el llibre Atarashii
Origami Nyumon [15], editat pel Sosaku Origami Group 67 I'any 1970, en
el qual apareix publicada la caixa de colors, podem llegir que tenia sis anys
d’experiencia en el plegatge de paper i que vivia al barri d'Ikebukuro, en el
districte de Toshima-ku de la ciutat de Toquio. Treballava en un grup de teatre i
el que més li agradava era la creaci6 de tot tipus de flors de paper. En el mateix
llibre es fan petits apunts biografics dels altres membres del Sosaku Origami
Group 67.

Als anys setanta, Toshie Takahama era més coneguda que Mitsunobu Sonobe
i durant algunes decades el modul de Sonobe va ser conegut a Occident com
a modul de Takahama, pero és clar que 'autor d’aquest modul és Mitsunobu
Sonobe, com apareix en el llibre Papiroflexia para expertos [6], dels mestres
d’origami Kunihiko Kasahara ( %% J5 }37% ) i Toshie Takahama ( =& FJ),
contemporanis de Mitsunobu Sonobe.

Cal destacar la semblanca entre el cub de Sonobe i el cub de paper anomenat
tamatebako o cofre del tresor, que apareix en una illustraci6 del llibre Ranma
Zushiki, publicat I'any 1734 per Hayato Ohoka.

Podeu trobar un altre cub de paper forca diferent del de Sonobe en el llibre
Guia prdctica del arte manual [3], publicat 'any 1977, tot i que les instruccions
de la seva construccié no sén gaire clares.

3.2 Deltaedres estelats

Els deltaedres son poliedres totes les cares dels quals son triangles equilaters.
Existeixen infinits deltaedres concaus i tan sols vuit deltaedres convexos de 4,
6, 8,10, 12, 14, 16 i 20 cares, com van demostrar I’any 1947 Freudenthal i Van
der Waerden [4]. Els valors minim i maxim del nombre de cares d'un deltaedre



Poliedres i papiroflexia modular 53

convex és 4 i 20, respectivament, que es corresponen als solids platonics o
regulars amb els valors minim i maxim de cares: el tetraedre i I'icosaedre.
Existeix un tercer poliedre, I'octaedre, que és deltaedre i solid platonic alhora.
L'octaedre també es pot interpretar com una bipiramide quadrangular. Els altres
cinc deltaedres (les bipiramides triangular i pentagonal, el dodecadeltaedre,
el tetracaidecadeltaedre i ’hexacaidecadeltaedre) no son regulars en els seus
vertexs. Cal destacar que no existeixen deltaedres convexos de 18 cares o d’'un
nombre de cares superior a 20.

El modul de Sonobe té moltes més possibilitats. Si en el pas 7 fem el plec en
muntanya i en el pas 8 fem el plec en vall, aleshores obtenim un nou modul
amb queé es poden construir deltaedres estelats.

Pas 7 Pas 8
Plec en muntanya Plec en vall Modul final Unio de tres moduls

Unint tres d’aquests moduls obtenim una piramide triangular oberta en
que la base és un triangle equilater i els tres costats laterals son triangles
rectangles isosceles. Amb aquestes noves configuracions de segon nivell podem
fer estelacions de deltaedres. Amb vuit piramides obtenim un octaedre estelat,
i amb vint, un icosaedre estelat. Com que cada modul forma part de dues
piramides adjuntes, observem que es necessiten dotze moduls per fer I'octaedre
estelat i trenta moduls per fer l'icosaedre estelat. En general, si tenim un
deltaedre de C cares i volem fer un deltaedre estelat, ens calen

3C

2
moduls; d’aquest raonament origamic deduim que qualsevol deltaedre té sem-
pre un nombre parell de cares.

Observem que, si fem l'estelaci6é del tetraedre amb aquest tipus de confi-
guracio de segon nivell, obtenim el cub de Sonobe. Aix0 és aixi perque es pot
inscriure un tetraedre dins d'un cub; les sis arestes del tetraedre coincideixen
amb sis de les dotze diagonals del cub. Aquest fet ja fou observat per Kepler
en I’Harmonices Mundi (1619).

2dris il'l'CgUIaribus 3 qUibUS fcgimr Cubus: . iNTERNATmN b O TR NG 5

—

| " V\
%QWQ@M;ﬁsgsﬁg% o wanzre EFERERTE
Nad

dron 4. ob fimilicudinem, u_l_v_:imaijccund@-

Kepler. Harmonices Mundi, llibre v Segell amb un octaedre estelat
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De la illustraci6 del llibre de Kepler deduim que la longitud de I'aresta del
cub [ coincideix amb la distancia entre dues arestes oposades del tetraedre, i
la longitud de l'aresta del tetraedre regular inscrit val +/21. A més, la descom-
posici6 del cub en cinc tetraedres ens permet calcular el volum del tetraedre
regular.

3
I° = Veub = Vietraedre regular + 4 - Vietraedres no regularss

1
l3 = Vietraedre regular + 4- 6l3|

l3

Vietraedre regular = ?

Observem que el volum del tetraedre regular és el doble que el volum del
tetraedre rectangle.

L’estelacio de 'octaedre apareix en un segell que es va emetre al Japo per
commemorar la celebracié a Kyoto, 'any 1990, del XXI Congrés Internacional
de Matematiques.

Els deltaedres estelats construits amb aquest modul tenen les cares triangu-
lades. Si invertim el tipus de plecs en el pas 7 (vall en lloc de muntanya) i el
pas 8 (muntanya en lloc de vall), aleshores obtindrem els deltaedres estelats
amb les cares llises.

Pas 7 Pas 8
Plec en muntanya
Plec en vall

Poliedre
Cub de Sonobe amb cares triangulades
Cub de Sonobe amb cares llises

Plec en muntanya
Plec en vall
Plec en muntanya
Plec en vall

Plec en muntanya
Plec en vall
Plec en vall
Plec en muntanya

Joia de Takahama amb cares triangulades
Joia de Takahama amb cares llises
Deltaedres estelats amb cares triangulades
Deltaedres estelats amb cares llises

3.3 El cub de Sonobe i els fractals

L’esponja de Menger és un fractal descrit per primer cop pel matematic aus-
triac Karl Menger (1902-1985). La descripcio d’aquest fractal, que denotarem
amb M., comenca amb un cub My de costat L. Dividim aquest cub en vint-i-
set cubs iguals de costat L/3 i eliminem el cub central i els sis cubs centrals de
cada cara. Aquesta nova figura M; té vint dels vint-i-set cubs inicials. Ara iterem
infinitament el procés per cadascun dels cubs. Observem que en cada iteracio
cada cub es transforma en vint cubs i, per tant, I’enésima iteraci6 M, esta
formada per la uni6é connexa de K,, = 20" cubs de costat L/3™. D’aquesta
manera tenim una successio de varietats topologiques. Definim I’esponja de
Menger, que denotarem amb M., com la interseccié de totes aquestes varietats
topologiques.

Mo=(1My G- €My S My 1 S-S M < M.
keN
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De fet, I'esponja de Menger és una generalitzacio a R? de la catifa de
Sierpinski (R?)

Seo = mSkQQSngSnflggSlgSO
keN

i del conjunt o pols de Cantor (R!),

Co=[1CkS - SCnSCna1s - <C1sCo
keN

Adquests i d’altres fractals van ser estudiats amb profunditat al segle xX; per
exemple, les seves dimensions de Hausdorff son, respectivament:

log20/log3 ~ 2.727, log8/log3 =~ 1.8927, log2/log3 =~ 0.631.

El modul de Sonobe ens permet construir i entendre algunes propietats
d’aquesta successio de superficies. El cub inicial My es pot fer amb Cy =
6 moduls de Sonobe; aquest cub té Vy = 8 vertexs i Ag = 12 arestes, la seva
caracteristica d’Euler-Poincaré val xo = Co — Vo + Ag =6 -8+ 12 =21iel seu
genere és go = (2 —x0)/2 =0.

A continuaci6 veurem quants moduls de Sonobe s6n necessaris per construir
la iteraci6 enesima de 'esponja de Menger M,,.

Inicialment tenim Ky = 1 cub de costat L. En fer la primera iteracié de
I'esponja de Menger dividim cada aresta en tres parts iguals, aixi cada aresta
aportara dos nous vertexs.

En la primera iteracié de ’esponja de Menger observem que cada cara
quadrada de costat L del cub inicial es transforma en vuit noves cares quadra-
des de longitud L/3; a aquestes noves cares cal afegir quatre cares centrals
interiors per cada cara del cub inicial. Aixi doncs, la primera iteracié de I'es-
ponja de Menger M; es pot fer amb C; = 24 + 8Cyp = 72 moduls de Sonobe.
El nombre d’arestes és el doble del nombre de cares A; = 4C;/2 = 144.
Per calcular el nombre de veértexs V; observem que cada aresta Ag es di-
videix en tres parts iguals i, per tant, cada aresta aportara dos veértexs en
la iteracio6, als quals cal afegir els vertexs Vy del cub inicial, aixi com els
nous vertexs que apareixen a la part central del cub, quatre per cada ca-
ra inicial i vuit més al centre del cub V; = Vi + 249 + 4Cy + 8 = 64; aixi
doncs, x1 = C; — A1 + V) = 72 — 144 + 64 = —8 i, per tant, el seu génere
ésgi=(2-x)/2=5.
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De fet, aquest argument és valid per a qualsevol iteraci6 i ens proporciona
formules recursives per calcular els valors del nombre de cares, arestes, vértexs,
caracteristica d’Euler i genere de la superficie de cada iteraci6 M,,.

Nombre de cares Cn=8Cn_1 + 24K,
Nombre d’arestes Apn=2Cy
Nombre de vértexs Vi =Vn_1+2A4A,-1+2%Cp_1+23K,_1+8(20""1—gn-1)

Caracteristica d’Euler x,=V, - A, +Cy
Genere de la superficie g, =2 — xn)/2
Utilitzant les recurréncies anteriors, i avaluant polinomis ciclotomics en

dues variables, es podem demostrar per induccio les segiients formules que
donen els valors exactes en funci6 de n:

Nombre de cares Cph=4-8"+2-20"

Nombre d’arestes A, =8-8"+4.20"

Nombre de vertexs Vn=8+24- 8n7_ 1 +32- 207;9_

Caracteristica d’Euler  x,, =8+ 24 - 8n7_ 1 +32 - 207119_ 1_ 4.8"-2.20"
Genere de la superficie g, =2 - 8n7_ 1 +3- 207119_ !

Per tant, els valors del nombre de moduls de Sonobe necessaris per construir
I’'enésima iteracié de I'’esponja de Menger i el génere de la superficie venen
donats per les successions

{Cnlnen = 16,72,1056,18048,336384,6531072, ..., o},
{gntnen = {0,5,81,1409,26433,514625, ..., o}.

Prenent limit quan » tendeix a o, deduim que I’esponja de Menger M., té
una superficie d’area infinita amb volum 0.

Area(M.,) = hm Cn

. 20\" 8\"
L 32n %%2'(?) +4'(§) =

Kn .. (20\"
Volum(Me) = lim o = lim (f) -

Aplicant el teorema de Ringel-Youngs [11], veiem que el nombre minim de
colors (nombre cromatic) necessaris per acolorir la superficie donada per I'ene-
sima iteraci6 de I'’esponja de Menger sense que dues cares adjacents tinguin el
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mateix color ve donat per la formula seglient, conjecturada per Heawood
el 1891, que tan sols depen del génere de la superficie

+3-

8" —1 20" — 1
7+ 1+48<2- )
[7+1/1+48gn} B \/ 7 19
A

H(gyn) = 5

Els primers valors d’aquesta successié de nombres cromatics son:

{H(gn)}nen=14,11,34,133,566,2488,11056,49323,220373,985176,...,00}.

3.4 Cubs de paper i cubs aritmeétics

Juan Manuel Gimeno Viguera, erudit de la papiroflexia, va proposar I'any 1992
un trencaclosques geometric-papiroflectic inspirat en la igualtat

63 =53 +43 4+ 33,

Aquest joc consistia en la construccié de vuit peces fetes amb el modul de
Sonobe-Takahama, que calia reordenar per aconseguir els quatre cubs.

- Usando /w MJ’m de 90° de Takohams, constrie las
Pleas

)

‘ -

—Hacer con Todas las piezas Tres cubes (3 K 5}

de fal s ers gue TJ [l‘(,\ ¥

Al
qve dewvaitren gue wkaile)

@*®

Una segona igualtat amb cubs ben coneguda és I’exemple de Srinivasa
Ramanujan, que expressa el nombre 1729 de dues formes diferents com a la
suma de dos cubs

1729 = 13 + 123 = 93 + 103

Aquesta igualtat i el Taxi Cab que la va inspirar apareixen en la pellicula
biografica L’home que coneixia l'infinit, 2015.
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C |
Dolucion 3 los

=3

a

(@)
E

Db A G2

Pero com es poden deduir aquestes o altres igualtats amb nombres naturals?
Observem que les igualtats numeériques anteriors son solucions enteres de la
superficie cubica

F:x}+y3+23+w3=0. (5)

L’estudi profund de les superficies cubiques comenca I'any 1849, quan
Arthur Cayley demostra que tota superficie ctuibica llisa sobre el cos C té un
nombre finit de rectes i el mateix any George Salmon precisa que el nombre de
rectes és exactament 27. Cal destacar també els treballs d’Alfred Clebsch, que
el 1871 descobreix una superficie cibica que conté 27 rectes reals. Aquesta
superficie ctubica es pot expressar amb I’equacio

(x+y+z+w)d=x3+93+23+ws.
Observem que les 27 rectes de la superficie (5) venen donades per les equacions

Lij=1{x+&y=0,z+&w =0},
Lij=1{x+8&2z=0,5+&w=0}, (6)
Lj={x+&w=0,y+&z=0},

on & és una arrel primitiva cibica de la unitat i els indexs {i, j} prenen els
valors {0, 1,2}. Tres d’aquestes rectes (i = j = 0) tenen coeficients en el cos
dels nombres racionals Q i les altres 24 rectes (i # 0 o j + 0) tenen coeficients
en el cos Q(+/—3). Es poden obtenir parametritzacions de la superficie (5) triant
dues rectes que no es tallin d’aquesta colleccié de 27 rectes (6).
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Noam Elkies i Irene Polo-Blanco van trobar, respectivament, les parametrit-
zacions seguents:

d: P2 — F
(r:is:t) — (=(s+7)t2+(s2 +2¥r2)t—s3+rs2—2r25s—v3 ;
B—(s+Mt2+ (2 +2r)t+rs2-2v2s+v3: (7)
B4+ (s2 + 2r2)t+2rs? —r254+ 273 ;
(s =212+ (2 — s2)t+ 53 —¥s2+2¥25—27¢3),
¥ P2 — F
(ris:t) — (—¥3=272t+3r2s+12rst—3rs2—4rt2 +6s2t +12st2+9s3 :
¥34272t+ 3125+ 12r st +3rs2+4rt2 —6s2t +12st2+9s3 ;
—8t3—8rt2—9s3 13 -3v25—3rs?—4r2t—12s%¢:
8t3+8rt2-9s53 +13 3125+ 3rs2+4r2t +125°t).

De fet, existeixen transformacions lineals f, g que fan que aquestes dues
parametritzacions siguin equivalents:

PZLF
fl Tg go¥Yof=09,
2
on
f: P2 — P2 . g F—F

1

.(r:s:t)—»(ZS—r:—r:t—s) '(w:x:y:z)—-(w:z:y:x).

Donant valors als parametres (v : s : t) en (7), podem obtenir noves relacions
numeriques entre cubs de nombres naturals:

r=1 s=1 t=1: 63 =53 +43 4+ 33,
r=1 s=-1 t=1: 93 =83+63+13,
r=1 s=2 t=3: 192 =183 + 103 + 33,
r=2 s=1 t=2: 163 + 23 =153 + 93,
r=3 s=1 t=3: 603 + 3% = 593 4+ 223,
¥=3 s=2 t=3: 51% + 123 = 433 + 383,

L’exemple de Ramanujan es pot obtenir amb els segilients valors dels para-
metres

2 1 6

S 13 +123 =93 +103.
T ST I 21

En el jardi matematic, ubicat entre els edificis Torretamarit i Torrepinet
del campus de la Universitat Miguel Hernandez d’Elx, podeu veure una es-

cultura de 3 metres d’altura feta amb pedra natural de la superficie cubi-
caw(x+y +2z)%+xyz = 0. Aquesta superficie té quinze rectes i un tnic punt

Vv =
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singular (0:0:0:1). L’escultura fou realitzada ’any 2009 per I’escultor murcia
Cayetano Ramirez Lopez i és coneguda popularment com a Damatematica per
la seva semblanca amb la Dama d’Elx. Aquest escultor va restaurar I’any 2005 la
collecci6 de superficies cubiques de la Universitat de Groningen; en particular,
va fer amb escaiola i amb resina la superficie cibica de Cayley definida per
I'equacio xyz + yzw + zwx + wxy = 0. La cibica de Cayley té nou rectes i
quatre punts singulars, que és el maxim nombre de punts singulars que pot
tenir una superficie ctibica. També va fer uns models en poliéster de la super-
ficie de Clebsch, on es poden veure clarament les 27 rectes reals, i d’altres
superficies cibiques que van ser exposades en el XXV Congrés Internacional
de Matematiques, celebrat a Madrid I’any 2006, el mateix congrés en que el
matematic rus Grigori Perelman va rebutjar la medalla Fields. Posteriorment
es va fer una exposicio itinerant sota el titol Art i matematiques amb aquestes
escultures sobre superficies cubiques i altres escultures, com una ampolla de
Klein, un nautil basat en la proporci6 auria, alguns cargols amb formes espirals
i un romanesco per illustrar el concepte de fractal.

Damatematica Cubica de Clebsch

Dues escultures de Cayetano Ramirez

Actualment les escultures de les superficies cubiques de Cayetano Ramirez
es troben en el Museu Didactic i Interactiu de Ciencies del Baix Segura (MUDIC,
http://www.mud1ic.es) ubicat a I’Escola Politécnica Superior d’Oriola de la
Universitat Miguel Hernandez (Elx) i dirigit per la matematica Carmen Perea.

Fins ara hem vist que existeixen infinits cubs naturals que es poden descom-
pondre com a suma de tres cubs naturals no nuls. Aquesta afirmaci6 s’illustrava
amb un trencaclosques que utilitzava el modul de Sonobe. En canvi, no podem
fer un trencaclosques semblant amb aquest modul per descompondre un cub
com a suma de dos cubs. En efecte, com va dir Pierre de Fermat el 1635:

Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in
duos eiusdem nominis fas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem
sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet.
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Aquesta és possiblement la frase més famosa de les matematiques i actual-
ment es coneix com a darrer teorema de Fermat.

Durant 359 anys els matematics van intentar demostrar sense exit aquesta
afirmaci6 que Pierre de Fermat (Béumont de Lomanha, 1601 - Castres, 1665) va
fer el 1635. El cas n = 4 es pot demostrar amb la técnica del descens infinit;
aixi doncs, per demostrar el darrer teorema de Fermat és suficient estudiar el
cas n = p nombre primer i, a més, podem suposar que x, Y, z son nombres
naturals, no nuls i dos a dos coprimers entre si.

Vx,y,zeN-{0}, xP+y?P+2z, p=3.

Dels nombrosos articles dedicats a aquest teorema, cal destacar el treball
de la matematica francesa Sophie Germain, que en una carta dirigida a Gauss i
amb data 12 de maig de 1819 intenta fer una demostracié general per a tots
els exponents del darrer teorema de Fermat. Les tecniques de Sophie Germain
van permetre demostrar el teorema per a tots els nombres primers p < 100
i dividir el darrer teorema de Fermat en dos casos: p { xyz (cas 1)ip | xyz
(cas 2).

A principis del segle xxX els treballs de Dmitri Mirimanov (1905) i d’Arthur
Wieferich (1909) redueixen el cas 1 a trobar les solucions de la congruencia:

27 =2 (mod p?).

De fet, tan sols es coneixen dues solucions p =1093 (Meisner, 1913)ip =
3511 (Beeger, 1921) de la congruéncia de Wieferich per a p < 4-10'2. Per tant, el
cas 1 del darrer teorema de Fermat és cert per a gairebé tot primer p < 4 - 10'2.

Pero la demostracié definitiva del darrer teorema de Fermat comenca
I'any 1986 amb el treball de Gerhard Frey, que associa a una possible so-
lucié a? + b? = cP amb nombres enters no nuls de ’equaci6 de Fermat, la
corba elliptica

V2% = x(x —a?)(x + b?).

Estudiant les seves propietats, Frey demostra que aquesta corba elliptica
no pot ser modular, en contra de la conjectura de Shimura-Taniyama-Weil: tota
corba elliptica és modular. El cercle es va tancar el dia de la revetlla de Sant
Joan de I’'any 1993 en el Sir Isaac Newton Institute de la Cambridge University,
quan Andrew Wiles va finalitzar tres conferéncies en dies consecutius sota el
titol Modular forms, elliptic curves and Galois representations afirmant haver
demostrat la conjectura de Shimura-Taniyama-Weil i, com a corollari, el darrer
teorema de Fermat. Al cap de poc temps els experts van trobar un forat en
la demostraci6, que va ser resolta pel mateix Wiles i el seu deixeble Richard
Taylor. Finalment, la demostracio6 rigorosa fou publicada pels dos autors el
maig de 1995 en els Annals of Mathematics. El treball de Wiles es redueix a
estudiar els punts de 3-torsio i de 5-torsio d’una corba elliptica. Posteriorment,
Noam Elkies va fer una simplificaci6é de la demostraci6 i va provar que pel
darrer teorema de Fermat no calia estudiar els punts de 5-torsio.
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A continuaci6é veurem una demostracié elemental del darrer teorema de
Fermat per al cas 1 de I'’exponent p = 3.

PROPOSICIO 9. Siguin x,7y,z € N no nuls tals que x3 + y3 = z3. Aleshores,
3| xyz.

PROVA. Siguin x, y, z tres nombres naturals, no nuls, 2 a 2 coprimers i no
divisibles per 3 que compleixen I’equacié de Fermat per a p = 3.

x3+93=23 x,y,zeN-{0}, 3txyz. (8)

La suma de dos cubs x3 + 3 es pot descompondre com el producte (x +
¥)(x% — xy + ¥?) de dos factors. Aquests factors no soén divisibles per 3
perqueé el seu producte val z3, que no és divisible per 3. A més, també son
coprimers, en efecte, mcd(x + y,x%2 — xy + v2) = mcd(x + y,3xy) = 1; per
tant, es poden expressar com a poténcies cibiques. Un raonament analeg es
pot aplicar per a les diferéncies de dos cubs z3 — x3 i z3 — y3.

X +y =2z, X2 —xy +y?® =123, 212y = Z,
3 2 2 3

z-x =y}, 22+ zx + x% =3, VIiVe =y,

z-y=x3, 22+ zy + % =x3, X1X2 = X.

Ara tenim sis nous valors no nuls (x1, y1, 21, X2, V2,22) que séon 2 a 2 co-
primers i no divisibles per 3. De fet, els valors (x2, ¥, z2) no intervenen en la
resta de la demostracio.

De les tres primeres equacions lineals podem aillar els valors x, y, z en
funcio6 de x1, y1, 21

T2 YT 2T 2
Substituim aquestes combinacions lineals de cubs en I'’expressi6 (8) i multipli-
quem per 8,

3 3 3 3 3 3 3 3 3
zZi -y +x9 - X1t 2_21+X1+J’1

(zf —yf’ +x%)3 + (zf - xf +yf’)3 = (zf + xf +yf)3.
Desenvolupant els cubs obtenim:
(z{ —x7 — 1) = 24xiyi 2],

D’aquesta darrera igualtat es dedueix la contradiccié que 3 és un cub perfecte
al conjunt dels nombres racionals:

3
o (#extotY
2x1y121 )

d

A la localitat occitana de Béeumont de Lomanha podeu visitar la casa natal
de Fermat, avui convertida en museu, aixi com un monument de l'illustre
matematic al costat d'un preciés mercat cobert de fusta del segle xv. Aquesta
petita poblaci6 esta situada a uns 60 km al nord-oest de Tolosa de Llenguadoc,
on Fermat treballava com a advocat.
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4 Mosaics de paper

Els diferents motius dels mosaics de ’Alhambra de Granada s6n des de fa
temps una font d’inspiracié per a la creaci6 artistica i matematica. En aquest
palau de la dinastia nassarita, construit entre els segles XIII i XV, es poden
contemplar diferents motius geometrics. Alguns d’aquests motius es coneixen
amb un nom propi: ocellet nassarita, os nassarita, avié nassarita o ratpenat
nassarita.

Pero que és un mosaic? La seva etimologia ens diu que aquesta paraula
prové del llati mosaicum opus, és a dir, una obra de les muses. Antigues civilit-
zacions com la grega o la romana ja feien aquestes composicions decoratives
amb petites peces de diferents colors i materials anomenades tesselles. Molts
d’aquests antics mosaics i altres de més moderns, com els que es poden veure
en les obres modernistes d’Antoni Gaudi, tot i la seva bellesa, no tenen cap
tipus de simetria. També existeixen mosaics que mostren simetries, com els
mosaics de les voreres del passeig de Gracia de Barcelona, fets amb rajoles
hexagonals, o els mosaics del pati d’entrada de I'Institut d’Estudis Catalans,
elaborats amb rajoles catalanes. Des d’un punt de vista matematic, definirem
un mosaic o tessellacié com una divisié del pla sense encavalcaments ni buits
mitjancant una o més formes geomeétriques, també anomenades tesselles. Per
estudiar els mosaics respondrem les preguntes segiients: Quins son els mosaics
més simples? Com podem crear nous mosaics? Quants mosaics essencialment
diferents existeixen? Com podem classificar els mosaics?

Els mosaics més simples, que anomenarem regulars, s’aconsegueixen pre-
nent com a tessella basica tres tipus de poligons regulars: el triangle equilater,
el quadrat i ’hexagon regular. Els mosaics regulars tenen simetries centrals o
rotacionals de 60, 90 i 120 graus, respectivament, aixi com diferents tipus de
simetries axials, en qué els eixos de simetria formen entre si angles de 30, 45 i
60 graus, respectivament.

Mosaics regulars

Es poden fer nous mosaics modificant els mosaics regulars. Aquesta observa-
ci6 va ser desenvolupada en les obres de I'artista neerlandés Maurits Cornelius
Escher en quedar impressionat en la seva visita a I’Alhambra, ’any 1936, pels
motius decoratius dels mosaics nassarites.

Quadrat Os nassarita
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La tessella os nassarita es pot aconseguir a partir d'un quadrat. En dos
costats oposats d’'un quadrat seccionem un trapezi que tingui per base major
el costat del quadrat, per alcaria la quarta part de la longitud del costat del
quadrat i angles interns de 45, 135, 135 i 45 graus. Unim per la part exterior
del quadrat la base major d’aquests trapezis als altres dos costats del quadrat,
com es mostra en la figura anterior.

El teorema de Fedorov (1891) ens diu que tan sols existeixen disset tipus
de mosaics essencialment diferents [5]. Els diferents tipus de mosaics venen
descrits per disset grups de simetries. Aquests grups també es coneixen amb
el nom de grups cristatlogrdfics plans, perqué Fedorov els va trobar estudiant
la forma en qué cristallitzen a la natura els minerals. Existeixen diferents nota-
cions equivalents per classificar els grups cristallografics plans: Polya, Conway,
Fejes Thot-Cadwell, Niggli, Speiser, Shubinov-Koptsik, Wells-Bell, internacional
llarga, etc. En la taula segiient s’utilitza la notacio6 internacional curta.

Angle minim Existeix alguna reflexio?
de rotacio Si No
360°/6=60° pom p6
Tots els centres de rotaci6 estan
360°/4 =900 sobre els eixos de reflexi6? p4
Si: p4m | No: p4g
Tots els centres de rotaci6 estan
360°/3=120° sobre els eixos de reflexi6? p3
Si: p31m | No: p3m1
Existeixen reflexions amb Existeix alguna reflexi6
eixos perpendiculars? amb lliscament?
360°/2=180° St _ No
Tots els centres de rotaci6 estan Si: pg No: p2
sobre els eixos de reflexi6? pmg
Si: cmm | No: pmm
Existeix alguna reflexio amb lliscament |Existeix alguna reflexio
360°/1=0° amb eix diferent d'un eix de reflexi6? amb lliscament?
Si:cm | No: pm Si:pg | No:pl

A I’Alhambra de Granada hi ha catorze dels disset tipus de mosaics si
es tenen en compte els colors [9] i tots disset si no es tenen en compte els
colors [8].

CEAT AN AL AL
M IRXTXIXTXIXTY
AT A
VTREXTRIXTXIXTY
XXX A
M IRIXTXXTXIXTY
AT A
MTRIXTRIXTXIXTY

s
Ptk
XX
i
Ptk
XX
B

ADIIXTXIXTX A
SNV IS

Grup cristallografic cmm Grup cristallografic p4g
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A continuacio6 es descriu un modul de paper que permet fer mosaics. Aquest
modul i les seves variants es coneixen amb el nom de variacions Froebel, pel
fet que va ser utilitzat al segle XI1X passat pel pedagog alemany Frederic Frobel
en les escoles Kindergarten (jardins d’infancia).

Pas 1 Pas 2 Pas 3 Pas 4 Pas 5
Plecs en vall Plecs en vall  Plecs en muntanya Modul final

Per aconseguir diferents tipus de motius és necessari utilitzar un paper bi-
color, com per exemple el paper de tipus kami (blanc/color). En el pas 1
comencem amb la cara de color al davant i la de color blanc al darrere; en el
pas 2 pleguem verticalment en vall el paper per la meitat i per la quarta part;
en el pas 3 fem el mateix que en el pas 2 pero horitzontalment; en el pas 4
pleguem en muntanya els quatre vertexs del quadrat cap al centre, i en el
pas 5 obtenim el modul final collapsant els quatre costats del quadrat cap a
Iinterior.

NoAY

7NN

Unio de cinc moduls

Per aconseguir els motius os nassarita i avio nassarita cal fer els segiients
plecs en el modul final.
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Combinant els colors en els mosaics fets amb la tessella de 1'os nassarita es
poden aconseguir onze de les disset configuracions dels grups cristallografics.

i
s e
i % £5

Es clar que el desenvolupament pla del cub té sis quadrats. Vist a I'inrevés
es pot pensar que el cub és un mosaic tridimensional format per sis tesselles
quadrades. D’aquesta manera podem construir diferents tipus de mosaics
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cubics fent modificacions en el quadrat llis inicial. Per exemple, si considerem
sis tesselles de I'os nassarita o de 1’avio nassarita, es pot fer un mosaic cubic
tridimensional amb cadascun d’aquests motius.

A<X

Desenvolupament del cub Desenvolupament del cub Desenvolupament del cub
0S nassarita avio nassarita

Es poden construir cubs amb els tres motius anteriors amb sis moduls
identics fent determinats plecs. El primer motiu, un quadrat llis, es correspon
al cub de Sonobe. El cub avi6 nassarita es pot fer amb els plecs segilients:

Pas 1 Pas 2 Pas 3 Pas 4

Pas 5 Pas 6 Pas 7

Modul final Uni6 de Uni6 de
dos moduls sis moduls

Si a la construccié anterior, en lloc de la diagonal, prenem un segment que
passi pel centre del quadrat amb pendent aleatori m € R, aleshores obtenim
una infinitud no numerable de motius.
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Pas 1

Pas 4

Pas 5

Modul final Uni6 de Uni6 de Cub modular
dos moduls sis moduls mosaic aleatori

La tessellacio del cub amb el motiu os nassarita es pot fer amb els plecs
seguents:

Pas 1 Pas 2 Pas 3 Pas 4

I <[ 1~

Pas 5 Pas 6

Uni6 de dos moduls  Uni6 de sis moduls
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Finalitzem aquesta dissertacié6 amb una figura no modular multiforme: la
construcci6 d'un tetraedre obtingut mitjancant el collapse d'un ocellet nassarita
tridimensional.

Pas 1 Pas 2 Pas 3 Pas 4

Pas 5

Ocellet nassarita Tetraedre
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Punts racionals en corbes elliptiques

XAVIER GUITART I MARC MASDEU

Resum: Les corbes elliptiques soén un dels objectes més estudiats en teoria de
nombres actualment. Es descriuen per equacions ctubiques i allo que les distingeix de la
resta de corbes—i les fa tan fascinants—és I’estructura algebraica tan rica que presenta
el conjunt de les seves solucions. Aquest article té com a objectiu explicar que son les
corbes elliptiques i explorar algunes de les seves propietats més importants, que sovint
es troben entre els resultats més rellevants de les matematiques dels segles XX i XXI,
aixi com algunes de les conjectures encara obertes i que guien gran part de la recerca
actual. Per situar-les en un context historic i conceptual més ampli, les presentem com
un cas particular d’equacions diofantiques, un tema fonamental i transversal dins la
teoria de nombres.

Paraules clau: equacions diofantiques, corbes elliptiques, punts de Heegner, integracio
p-adica, punts de Stark-Heegner.

Classificaciéo MSC2020: 14H52, 11GO5.

1 Equacions diofantiques

Un dels temes centrals en teoria de nombres és I'estudi de les equacions
diofantiques, en qué hom esta interessat en les solucions enteres o racionals
d’equacions polinomiques amb coeficients enters. De manera més precisa, una
equaci6 diofantica és una equaci6 de la forma

F(x1,...,xn) =0, (1.1)

on F és un polinomi amb coeficients enters, i volem determinar les solucions
en que totes les components viuen a Z o, alternativament, a Q. Per exemple,
(—1,0) és una soluci6 entera de 'equaci6 diofantica

x> +y>-1=0, (1.2)

i (=3/5,4/5) n’és una solucio6 racional. De fet, i aixo ho veurem més endavant,
aquesta equaci6 diofantica té infinites solucions racionals.
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El terme diofantic fa referéncia al matematic Diofant d’Alexandria, que vis-
qué durant el segle 111 i feu, entre altres, un tractat d’aritmetica en que estudia
problemes que es resolen amb aquestes equacions. Veiem, doncs, que l'interes
per les equacions diofantiques ve de molt lluny. Al llarg dels segles, matematics
illustres, com ara Fermat, Euler o Gauss, n’han tractat casos concrets i, de fet,
sovint han estat la motivacié d’algunes nocions algebraiques que han acabat

formant part del cos teoric de la matematica actual. Un dels casos més famosos
és el de 'equaci6 de Fermat

Fp:x"+y"—-2z"=0, (1.3)

on n és un natural fixat. Fermat deixa anotat en un marge d'un dels seus llibres
d’estudi, justament un volum de I’Aritmética de Diofant (vegeu figura 1), que,
si m = 3, aleshores I’equacio (1.3) no té solucions enteres no trivials; és a dir,
no té solucions (x, y,z) amb x,y,z € Z tots tres no nuls. Aquest enunciat,
d’aparenca innocent, romangué sense demostrar durant més de 300 anys, i
moltes de les nocions i técniques matematiques actuals provenen dels intents
d’aquells que van succeir Fermat en la tasca de provar ’enunciat.!
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FIGURA 1: Edici6 posterior de I’Aritmética de Diofant, amb 1’observa-

ci6 de Fermat. (Font: https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_
Last_Theorem.)

1 Fermat afirma que n’havia trobat una demostracio, pero que el marge on escrivia era massa
petit per a encabir-la-hi. Aquesta suposada prova no es va trobar mai, i aquest és, en part, el
motiu pel qual tants matematics provaren de demostrar I'anomenat darrer teorema de Fermat.


https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_Last_Theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_Last_Theorem
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Per exemple, la teoria general d’ideals en anells sorgi de 'estratégia idea-
da per Kummer per a atacar el problema; o, més recentment, els treballs
de Wiles [37] i Taylor i Wiles [35] sobre la conjectura de modularitat, de la
qual parlarem més endavant, foren el pas definitiu que resolgué el problema
I'any 1994.

No es pot dir que hi hagi hagut sempre al llarg de la historia un interes per
una teoria general de les equacions diofantiques, sin6 que més aviat es tractaven
de manera fragmentada, cas per cas. Un dels primers a plantejar la necessitat de
sistematitzar-ne I'’estudi fou Hilbert, que a la seva llista de 23 problemes que
presenta al congrés internacional de matematiques de Paris I'any 1900, inclogué
com a problema ntmero 10 el seglient:

Donada una equaci6 diofantica amb qualsevol nombre de quantitats descone-
gudes i amb coeficients numeérics enters: Idear un procés segons el qual es
pugui determinar, en un nombre finit d’operacions, si I’equacio és resoluble en
nombres enters.

Aquest procés en un nombre finit de passos de queé parlava Hilbert és
el que avui en dia coneixem com a algoritme. El problema, tal i com el va
plantejar Hilbert amb solucions enteres, resulta que no té solucio. El1 1970
Matiyasevich ([25]) dona una familia d’equacions diofantiques per a les quals
no pot existir cap algoritme que pugui decidir si tenen solucions enteres o no.
Aix0 no obstant, el problema analeg per a solucions racionals segueix obert. De
fet, a partir d’ara ens centrarem en solucions racionals, de manera que, quan
parlem d’equacions diofantiques, ens hi referirem en el sentit de solucions
racionals.

Malgrat ser més generals que les enteres, les solucions racionals solen
presentar més estructura, la qual cosa n’acostuma a facilitar I’estudi. Un primer
exemple d’aixo és el fet que una equacié com (1.1) dona lloc a una varietat
algebraica, i podem emprar les eines provinents de la geometria algebraica.
Una conseqiiencia terminologica d’aquest punt de vista és que pensem les
solucions (x1,...,Xx,) com a punts de ’espai afi (0 de ’espai projectiu, si el
polinomi que defineix I'’equacié és homogeni). Aixi doncs, sovint ens referirem
a una solucié de (1.1) com a un punt, entenent que ens referim a un punt
de la varietat definida per ’equacio6. Per exemple, I’equaci6 (1.2) defineix una
circumferéncia al pla afi, i les solucions racionals es corresponen als punts de
la circumferéncia amb les dues components racionals.

Seguint amb ’esperit del problema de Hilbert, algunes de les preguntes més
generals que podem plantejar per a equacions diofantiques son:

1. Existeix algun algoritme que, donada una equaci6é diofantica, decideixi si
aquesta té alguna solucio6 racional?

2. Silequaci6 té solucions, hi ha algun algoritme per a calcular-les totes? O,
en qualsevol cas, per a calcular-ne alguna?

3. Podem dir alguna cosa sobre el nombre de solucions? Per exemple, decidir
si és finit o infinit i donar-ne una fita en el cas finit?
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Aquests problemes segueixen oberts, no només per al cas general, sino, fins i
tot, per al cas particular, molt restringit pero, tot i aixo, molt interessant, de
corbes planes, que sera en el que ens centrarem a partir d’ara.

Una corba plana® ve donada per un polinomi en dues variables f(x,y) = 0
en el cas afi, o per un polinomi homogeni en tres variables F(X,Y,Z) =0 enel
cas projectiu.? De fet, 'exemple (1.2) és una corba plana afi i (1.3) és una corba
plana projectiva.

L’invariant més important d'una corba és el seu génere, que podem pensar
en primera instancia com una noci6é topologica. Considerem una corba C
donada per una equaci6 de la forma

C:f(x,y)=0.

Com a equaci6 diofantica, estem interessats en les solucions racionals o, dit
d’una altra manera, en el conjunt de punts racionals de C, que denotarem
amb C(Q). Més concretament,

C(Q) ={(x,y) €eQ@xQ: f(x,y) =0}.

Pero també té sentit considerar el conjunt de punts de C amb components
complexes; és a dir,

C(CO) ={(x,y)eCxC: f(x,y) =0}

Clarament C(Q) < C(C) i C(C) admet una estructura topologica que gover-
na determinats aspectes aritmetics de C(Q). Per comencar, vist com a subespai
de C x C, resulta que C(C) és una superficie. Una manera de pensar-ho és escri-
vint les variables complexes x iy com x = a+biiy =c+diamb a,b,c,d € R,
i observant que I'equacié f(x,y) = 0 dona lloc a dues equacions de nombres
reals (una per a la part real i una per a la part imaginaria) en les quatre varia-
bles reals a, b, c, d; dues equacions en quatre variables reals defineixen una
superficie. La compactificacié d’aquesta superficie és una superficie orientable
compacta que és, doncs, homeomorfa a un tor amb g forats per a algun g > 0;
aquest g és el génere de la corba. Per exemple, si la corba C(C) és homeomorfa
a I'esfera, aleshores g = 0; i si és homeomorfa al tor estandard, g = 1.

En el cas de corbes planes, el genere esta relacionat amb un altre invariant
important, que és el grau: si la corba és no singular* de grau d, el génere de la

2 Ens restringirem al cas de corbes planes per simplicitat, pero tot el que direm en aquesta
secci6 també és cert per a corbes algebraiques més generals, no necessariament planes (és a
dir, que no estiguin contingudes necessariament al pla afi o al pla projectiu, sin6é en espais de
dimensi6 superior).

3 En el cas projectiu, com que el polinomi F(X,Y, Z) és homogeni, si (Xo, Yo, Zg) = (0,0,0) és
solucid, aleshores també ho és (AXp, AYp, AZg) per a tot A € Q no nul; totes aquestes solucions
s’'identifiquen amb un tinic punt de 'espai projectiu.

4 Una corba és no singular si tot punt té una tnica recta tangent. La formula per al génere que
donem només val per a corbes planes que segueixen essent no singulars quan les pensem al pla
projectiu.
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corba és (d —1)(d — 2) /2. Per exemple, la corba de Fermat F,, té génere (n—1)
(n — 2)/2; en particular, F> té genere 0 i F3 té geénere 1.

Doncs bé, aquest invariant topologic permet distingir tres comportaments
aritmetics molt diferenciats en les corbes, i és que dona informacié molt
important sobre el conjunt de punts racionals.

En primer lloc, les corbes de geénere 0 s6n coniques planes; és a dir, venen
donades per f(x,y) = 0, on f ésun polinomi de grau 2. Per a aquestes corbes,
existeix un algoritme que permet decidir si hi ha algun punt racional. En cas
que n’hi hagi algun, aleshores n’hi ha infinits i es poden trobar tots a partir
d’'un d’ells. Per exemple, en el cas de I'’equaci6 (1.2), que té genere 0, podem
partir del punt racional (—1,0). Aleshores, la recta que passa per aquest punt i
té pendent t ve descrita per I'’equaci6

y=t(x+1). (1.4)

Aquesta recta talla la corba en un altre punt P; (vegi’s la figura 2). Substi-
tuint (1.4) a (1.2), obtenim que

1-t> 2t
Pr=(—5, .
‘ <1+t2’1+t2>

(1=t 2t
P = (1+t2’ 1+t2)

x24+y2-1=0

ipendent =t :
i :

——————————————————— e

FIGURA 2: A partir del punt racional (—1,0) del cercle, podem trobar
tots els altres amb rectes de pendent racional.
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D’aqui es pot veure que P; té coordenades racionals si i només si t és
racional, i que si P’ és un punt racional de la corba, aleshores es correspon a
un punt de la forma P; per algun valor t € Q. Hem vist, doncs, que la corba té
infinits punts racionals i que els podem calcular explicitament si en coneixem
un. El mateix procediment funciona per a qualsevol corba de genere 0.

El cas segiient serien les corbes de génere 1, pero aquest el deixarem per
al final i ara parlarem de qué succeeix amb les corbes de génere més gran o
igual que 2. Mordell va conjecturar I'any 1922 que, si una corba té genere g > 2,
aleshores té un nombre finit de punts racionals. Aquesta conjectura va ser
demostrada per Faltings el 1983 [12], en un resultat que li va valer una medalla
Fields I'any 1986. També hi ha resultats que donen una fita pel nombre de
punts. Un dels més recents, de Dimitrov-Gao-Habegger [11], ens diu que

#C(Q) < ¢y,

on ¢y €s una constant que només depén de g i ¥(C) és un invariant de C
(el rang del grup de punts racionals de la seva jacobiana). Tot i que aquests
resultats ens donen molta informacié sobre el conjunt de punts d'una corba de
genere > 2, avui dia encara no es coneix cap algoritme per a determinar si una
corba de génere > 2 té algun punt racional o no, ni per a calcular-los tots en
cas que en tingui.

Ens queda, doncs, veure quina és la situaci6 en el cas de corbes de genere 1.
Hem vist que una corba de genere 0 o bé no té punts o bé en té infinits, i que
una corba de génere > 2 té un nombre finit de punts. Les corbes de genere 1 ex-
hibeixen un comportament encara diferent. En primer lloc, de manera semblant
al cas de génere > 2, no es coneix cap algoritme per a determinar si una corba
de genere 1 té punts racionals o no. Pero, a diferéncia dels casos de genere 0 o
genere > 2, si en té, tant en pot tenir un nombre finit com un nombre infinit.
De fet, una corba de génere 1 amb algun punt racional és, justament, el que
es coneix amb el nom de corba elliptica, i el conjunt dels seus punts racionals
admet una estructura molt especial que li confereix un seguit de propietats
molt notables. Aquestes sén les corbes o, si es vol, les equacions diofantiques,
a que dedicarem la resta de l'article.

2 Corbes eliptiques

Una corba elliptica sobre Q és una corba projectiva no singular de génere 1 amb
un punt racional distingit. Aquesta definicié pot semblar una mica abstracta,
pero es pot veure que tota corba elliptica es pot descriure, de fet, per una
equacio afi de la forma®

E:yZ:x3+ax+b,amba,be@i4a3+27b2¢0. (2.1)

5 Tot i que el nom pugui dur a confusio, les corbes elliptiques no sén ellipses, com es veu
d’aquesta descripcio: I'equacié d'una ellipse és de grau 2, mentre que la d'una corba elliptica
és de grau 3. Des del punt de vista historic si que hi ha, pero, una certa relacio, a través de les
funcions elliptiques, que apareixen en el calcul de la longitud de I’arc de les ellipses i que es
troben a I'origen del terme corba elliptica.
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La corba projectiva associada ve donada per I'equacio
Y?Z = X3 +aXZ7%+bZ3,

La condici6 4a3 + 27b? + 0 és equivalent al fet que la corba sigui no singular,
ila quantitat A = —16(4a3 + 27b?) s’anomena discriminant de la corba. De
I'equacio6 projectiva veiem que el punt O = [0: 1 : 0] és un punt racional de E;
s’anomena punt de l'infinit, ja que és 'inic punt de la corba a la recta de I'infinit
en el pla projectiu (és a dir, és I'inic punt de la corba projectiva que no veiem
al model afi (2.1)).

L’equacio6 (2.1) s’anomena equacio de Weierstrass de la corba elliptica. Sovint
és convenient treballar amb equacions una mica més generals, de la forma

Y2 +aixy +azy = x° + arx® + asx + as, (2.2)

que s’anomenen equacions generalitzades de Weierstrass. Si treballem sobre Q,
com és el nostre cas, tota equaci6é de la forma (2.2) es pot transformar mit-
jancant un canvi de variables en una de la forma (2.1). Pero en cossos de
caracteristica 2 o 3 no sempre és possible, per aixo cal admetre també equa-
cions generalitzades.

Seguint amb el plantejament de la secci6 1, estem interessats en E com a
equacio6 diofantica; és a dir, ens interessen els punts racionals de E:

E(Q) = {(x,¥) €QxQ:y%=x+ax +b}u{0}.

Com que hem definit els punts racionals fent servir ’equacié afi, ens cal afegir-
hi el punt O, que no veiem al model afi. Alternativament, podriem haver definit
els punts racionals directament com els punts de I’espai projectiu que satisfan
I'equacio projectiva de la corba.

Ja ens hem trobat amb un exemple de corba elliptica. Recordem que a la
seccio 1 hem vist que la ciibica de Fermat

F3:X*+Y3=23

té genere 1. Com que té punts racionals (per exemple, el punt [1: -1 :0]), és
una corba elliptica. De fet, el canvi de variables

L 12z 36(X-Y)
- YT X1y

X+Y’

transforma l'equacié F3 en
E3:y? =x3-432,

que és de la forma (2.1). Fixem-nos que el canvi de variables involucra funcions
racionals amb coeficients a Q; per tant, transforma punts racionals de E3 en
punts racionals de F3 i estableix, de fet, una bijecci6 entre els punts racionals
de les dues corbes.
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La propietat més important de les corbes elliptiques és que, a partir de dos
punts racionals, podem fabricar-ne un altre amb un procediment geometric.
Ho explicarem amb un exemple. Suposem que tenim la corba elliptica

E:y?=x3—-16x + 16. (2.3)

Per ajudar-nos a visualitzar el procés, és util dibuixar els punts reals de la corba,
de manera semblant a com hem fet amb I'exemple del cercle anteriorment.
Podem veure el resultat a la figura 3. Remarquem que d’aquests punts amb
coordenades reals, les solucions racionals de ’equacio6 diofantica y2 = x3 —
16x — 16 es corresponen amb els punts de la grafica amb les dues components
racionals. Per exemple, els dos punts

P=(0,4), Q=44

sOn punts racionals de la corba, és a dir, P, Q € E(Q), ja que tenen components
racionals i satisfan I'equacio.

15+

10

—10

~154

FIGURA 3: Els punts reals de la corba y? = x3 — 16x — 16.

Resulta que la recta que passa per P i Q tallala corba E en un tercer punt.
Escrivint I'equacio de la recta PQ i substituint-la a I'equacio de E, podem
calcular que aquest tercer punt (vegeu la figura 4) és el (-4, 4), que també té
coordenades racionals i que anomenarem P * Q.

Aquest procediment funciona per a tota corba elliptica E i per a tot parell
de punts racionals P i Q: la recta PQ ve donada per una equacio de grau 1, i
E per una de grau 3, de manera que la recta i la corba es tallen en tres punts. A
més, un calcul explicit permet veure que, si P i Q tenen coordenades racionals,
el nou punt P » Q també.
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154
10+

(-4,4) 1P =(0,4) Q = (4,4

_10.

—15

FIGURA 4: A partir dels punts racionals P = (0,4) i Q = (4,4) podem
trobar el punt (—4,4), prenent la intersecci6é de la corba E amb la recta
que passa per PiQ.

Per tant, donats dos elements de E(Q), podem fabricar un altre element
de E(Q) amb aquest procediment geometric, i aixd0 dona lloc a una llei de
composicio; és a dir, a una aplicacio

E(Q) X E(Q) — E(Q)
(P,Q) — P *Q.

Bé, hi ha un parell de detalls pendents que no hem tractat. El primer és que
passa si prenem P = Q, ja que en aquest cas no té sentit parlar de la recta
que uneix P i Q. Pero, com que la corba és no singular, podem prendre la corba
tangent a E que passa per P (si la corba fos singular en P, hi hauria més d’'una
recta tangent i aixo no tindria sentit). Podem repetir ’argument anterior amb
aquesta recta tangent: la seva interseccié amb E ens dona un punt P x P, que
també és un punt racional.

El segon detall pendent és que passa si un dels punts que sumem és el
punt O, que no veiem al model afi. La resposta és que aquest punt el po-
dem pensar com «la direcci6 vertical»; per exemple, si volem calcular P x O,
prendrem com a recta PO la recta vertical que passa per P.

A aquest procediment per a construir nous punts a partir de punts coneguts
se’l coneix com a métode de la secant i la tangent, pero la llei de composicio
que hem descrit cal modificar-la una mica per tal que tingui millors propietats
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algebraiques. En comptes de P x Q, prenem un altre punt definit de la manera
seglient: fem la recta vertical que passa per P x Q i considerem el punt d’inter-
secci6 d’aquesta recta amb E (vegeu la figura 5). Es pot veure que aquest punt,
que anomenarem P + Q, també té coordenades racionals. Obtenim, doncs, una
nova llei de composicio

+:E(Q) X E(Q) — E(Q)
(P.O) — P+ 0.

154
10
(=4,4) {P=1(0,9) Q=44
-4 -2 / 2
P+Q=(-4,4) \_/{

—101

~151

FIGURA 5: A partir del punt P x Q = (—4,4), trobem un nou punt racional
fent la recta vertical que passa per P * Q i tallant amb E. Aquest nou
punt, en aquest cas el (-4, —4), és el que anomenem P + Q.

Poincaré va demostrar que aquesta operacié + satisfa un seguit de propie-
tats molt rellevants:

1. Per a tot P € E(Q) se satisfa que P + O = O. Es a dir, O és un element
neutre per a I’'operacio.

2. Tot element té un invers: per a tot P € E(Q), existeix un tnic punt Q tal
que P + Q = O. Aquest punt 'anomenarem —P.

3. L’operacio6 és associativa: (P+ Q) +R =P + (Q + R).
4. L’operaci6 és commutativa: P + Q = Q + P.

Veiem, doncs, que E(Q) amb I'operacio + satisfa els axiomes de grup abelia.’
Aquest és el primer resultat clau de la teoria de corbes elliptiques [30].

TEOREMA 2.1 (POINCARE, 1901). L’operacio P,Q — P + Q dona una estructura
de grup abelia al conjunt E(Q).

6 En canvi, I'operacié P,Q —~ P * Q no compleix els axiomes d’una llei de grup, ja que no és
associativa.
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Poincaré també va conjecturar al mateix article’ que sempre podem trobar
un conjunt finit de punts racionals a partir dels quals es pot construir qualsevol
altre punt racional aplicant repetidament el metode de la secant i la tangent.
Dit amb terminologia moderna de teoria de grups, Poincaré conjectura que
E(Q) és un grup finitament generat. Aixo fou demostrat per Mordell [28] un
quart de segle després.

TEOREMA 2.2 (MORDELL, 1922). E(Q) és un grup finitament generat.

Aquest resultat ja ens proporciona molta informacié sobre I’estructura
de E(Q). El teorema de classificacié de grups abelians finitament generats ens
diu que es té un isomorfisme de la forma

EQ) =7"eT,

on T ésun grup finiti v € Z(. El grup T es correspon amb els punts racionals
de E d’ordre finit, o punts de torsio; és a dir, punts P € E(Q) tals que per a
algun n € Z. es té qued nP = O. L’enter r denota el nombre maxim de punts
d’ordre infinit linealment independents, i es coneix com a rang de E.

EXEMPLE 2.3. Per la corba E3 corresponent a la cibica de Fermat, resulta que
E(Q) = 7/37.

Es a dir, T = Z/3Z (hi ha tres punts racionals) i el rang és 0 (no hi ha cap punt
d’ordre infinit). De fet,

E3(Q) = {(12,36),(12,-36)} U {O}.

El punt (12, 36) té ordre 3, i es compleix que 2(12,36) = (12,—-36)1i3(12,36) =
0.

EXEMPLE 2.4. La corba E de (2.3) satisfa que
E(Q) = Z.

Es a dir, I'inic punt de torsi6 és O, i hi ha un punt d’ordre infinit a partir del
qual es poden obtenir totes els altres punts racionals. El punt P = (0,4) és un
generador; alguns dels seus multiples son:

2P=(4,4), 3P=(-4,-4), 4P=(8,-20), 5P=(1,-1), 6P=(24,116).

Podria semblar que sempre obtindrem punts amb coordenades enteres. Pero
aixo no és cert; ja al segiient multiple de P veiem que 7P = (—20/9,172/27)ia
partir d’aqui tots els altres multiples tenen coordenades racionals no enteres.

7 Per a una visi6 més completa de les contribucions de Poincaré a I'aritmetica, podeu consul-
tar [1].

8 Com és habitual en els grups abelians, nP denota P + P + i

-+ P.



84 Xavier Guitart i Marc Masdeu

EXEMPLE 2.5. Podem considerar ara la corba
E:y?=x3-15058251x + 21601366470,

que satisfa que E(Q) =~ 72 @ Z/2Z & 7/4Z. Els generadors sén
(51,27), (45,153), (—124,62), (9,594).

Els dos primers punts tenen ordre infinit, el tercer té ordre 2 i el darrer té
ordre 4.

Veiem, doncs, una propietat que haviem avancat a la seccié 1: una corba
elliptica tant pot tenir un nombre finit de punts racionals com un nombre
infinit. Pero, gracies a I’estructura algebraica del conjunt de punts, ara podem
precisar molt més aquesta qiiestio: podem preguntar-nos quina és l'estructura
de grup de E(Q). De manera natural, el problema es pot desglossar en dos,
corresponents a la part de torsio i a la part lliure:

1. Quina és I'estructura del grup de punts de torsio?
2. Quin és el rang de E?

També ens podem preguntar, és clar, sobre com calcular els generadors de E(Q).
Novament, en aquest problema podem distingir els generadors d’ordre finit i
els d’ordre infinit.

Relacionat amb el punt 1 hi ha la qliesti6 sobre quins possibles grups aparei-
xen com a grups de torsio de corbes elliptiques. Aix0 va quedar completament
resolt gracies a un resultat de Mazur [26] que havia estat conjecturat el 1908
per Levi.

TEOREMA 2.6 (MAZUR, 1977). Sigui E una corba elliptica sobre Q. Aleshores
E(Q) és isomorf a algun dels grups segtients:

e Z/INZamb1l <N <100N =12.
o 7/2Z ®Z/2NZ amb1 <N < 4.

A més, se sap que cadascun d’aquests 15 grups apareix com a grup de torsio
d’infinites corbes elliptiques.

En canvi, el rang és un invariant de les corbes elliptiques del qual sabem molt
menys. Per exemple, no se sap si hi ha corbes elliptiques de rang arbitrariament
gran. Abans hem mostrat exemples de corbes de rang 1 i 2. La corba elliptica
de rang més gran que es coneix® va ser trobada per Elkies-Klagsbrun el 2024
i té rang > 29. El record anterior era una corba de rang > 28, i havia estat
trobada per Elkies el 2006.

9 Es la corba d’equacio:

yz = x3 — 35000013481153675195091309180305500105059398789899919909339650987x
+2578119979771429916851971456123315357665330364495541948135763833876310204081495487106234897116966.
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No se sap si hi ha corbes de rang més gran. Un argument heuristic de Park-
Poonen-Voight-Wood [29] suggereix que els possibles rangs haurien d’estar
fitats i, de manera més precisa, que només hi ha un nombre finit de corbes
elliptiques de rang més gran que 21.

Un dels problemes oberts més importants en teoria de nombres és, doncs,
el de determinar el rang de les corbes elliptiques, ja sigui des d’'un punt de
vista algoritmic o mitjancant alguna férmula que permeti entendre millor la
naturalesa d’aquest invariant. Aquest segon punt de vista és, precisament, el
que persegueix la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer, que forma part de la
llista de set problemes del millenni presentats per la Fundaci6é Clay ’any 2000.
Abans de parlar d’aquesta conjectura, pero, hem de fer un petit paréntesi en el
nostre estudi de les solucions a Q i parlar, breument, de les solucions en cossos
finits.

3 Punts sobre cossos finits

Suposem que tenim una corba elliptica com ara, per exemple,
E:y?=x3—x+1. (3.1)

Si p és un nombre primer, podem pensar a trobar solucions de 'equacio (3.1)
modul p. Per exemple, per a p = 3 resulta que el punt (2, 1) és una solucié mo-
dul 3. En efecte, si substituim x = 2 iy =1 al’equacié de la corba, no obtenim
una igualtat de nombres enters, pero si una congruéncia modul 3:

12=23-2+1 (mod 3). (3.2)

El costat esquerre de (3.2) val 1 i el costat dretval 7,i 7 = 1 (mod 3) o, el que és
el mateix, 7 — 1 és multiple de 3. Fixem-nos que (2, 1) no és un punt racional de
la corba, ja que, com hem dit, quan substituim x = 2 i y = 1 al’equacio de la
corba no obtenim una igualtat de nombres racionals. Pero si que obtenim una
congruencia modul 3; equivalentment, obtenim una igualtat de classes a Z/3Z.
Diem que (2,1) és un punt de E a Z/3Z. De fet, és facil trobar tots els punts
de E a Z/3Z, ja que les uniques classes de residus modul 3 que cal considerar
peraxiy sonO0,1i?2,ipodem provar totes les possibilitats i quedar-nos amb
aquelles que proporcionin punts modul 3. Fent una cerca exhaustiva veiem que

E(z/37) = {(0,1),(0,2),(1,1),(2,1),(2,2)} u{O}.

El cos Z/pZ es denota habitualment amb F,, i és 'tnic cos finit de cardi-
nal p, llevat d’isomorfisme. Per a cada nombre primer p, podem considerar
la quantitat N, de punts modul p; és a dir, N, = #E(F,). Per a 'exemple (3.1)
hem calculat N, per als primers valors de p:

pl2 35 7 11 13 17 19 23 29 31 37
Ny |3 7 8 12 10 19 14 22 23 37 35 36
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Podem observar que N, creix aproximadament al mateix ritme que p. De fet, un
argument heuristic ens mostra que podem esperar que el valor de N, estigui al
voltant de p + 1. Per veure si (xo, yo) € Fp X F, pertany a E(F,), substituim xo
a la part de la dreta de I’equacio (3.1). Si el valor xS —xo+1és0afl,, aleshores
(xp,0) sera un punt; si és diferent de 0, aleshores trobarem dos punts si aquest
valor és un quadrat a [, i no trobarem cap punt si no és un quadrat. Com que
la meitat dels valors no nuls de F, son quadrats i la meitat son no quadrats, per
a cadascun dels p valors possibles de x( esperem trobar un punt, en mitjana.
Aix0 ens dona p punts en total, que, si hi sumem el punt O, ens dona p + 1 com
a valor esperat de N,. Aquest argument és heuristic perqué no sabem quina
és la distribuci6 dels valors de xé — Xxo + 1 quan xg recorre F,. En qualsevol
cas, podem esperar que la quantitat a, = a,(E) = p + 1 — Np, que mesura la
difereéncia entre el nombre de punts real i 'esperat, sera petita. A la figura 6
veiem representada la quantitat p + 1 — #E(F,) respecte als primers p en
l'interval 2 < p < 10°, i veiem que no només aquest valor és petit respecte a p,
sin6 que sembla sempre confinat a una parabola. Aixo és cert, i és el contingut
d’aquest resultat conjecturat per Artin a la seva tesi i demostrat per Hasse.

TEOREMA 3.1 (HASSE, 1936). Sigui E una corba elliptica sobre Q, p un primer i
posema, = p + 1 —#E(F,). Aleshores, |ay| < 2./p.

p+1—#E(F,)
1

600-_),:2&}

400

—600 -

FIGURA 6: Il1ustracié del teorema de Hasse.

No es coneix una férmula tancada que, donada una corba E, calculi la quan-
titat a,. En certa manera, la funci6 p — a, es comporta de manera aleatoria,
i el que si que coneixem és la distribuci6é de probabilitat que segueix. Per
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formalitzar aquest fet, comencem observant que per la fita de Hasse del teore-
ma 3.1 la quantitat a, = a,/./p és un nombre real que cau a l'interval [-2, 2].
Podem preguntar-nos per la «distribucié de probabilitat» de la quantitat a,,
quan pensem p com una quantitat aleatoria. Dit d’una altra manera, donat un
subinterval [, B] de 'interval [-2, 2], quina és la probabilitat que, si prenem
un primer p a l’atzar, el corresponent a, caigui a I'interval [, 817

FIGURA 7: TI1ustraci6 de la conjectura de Sato-Tate. Font: [33].

Observem a la figura 7 un histograma (per la corba y?=x3 + x + 1) on s’han
repartit els valors a, entre 151 subintervals de [-2,2] pera 2 <p < 218,
L’any 1960 Sato i Tate, de manera independent, van conjecturar que la distri-
buci6 de probabilitat venia donada per un semicercle d’entre —2 i 2; és a dir,
era la funcio %\/4 — x2. La conjectura de Sato-Tate fou finalment demostrada a
finals de la primera década del segle xx1 [34, 20].

TEOREMA 3.2 (CLOZEL-HARRIS-SHEPHERD-BARRON-TAYLOR, 2008). Si E és «ge-
nerica», aleshores

T B
R s ] JCEp Y

X—00 #{p < x} TS

El terme genérica fa referencia al fet que la corba no tingui multiplicacio
complexa. Per no allargar-nos excessivament no en donarem la definici6 precisa
(el lector interessat pot consultar [8, § 3.1]), pero, en el cas en que la corba no
sigui generica, també se sap quina és la distribuci6é de probabilitat i, de fet, el
resultat és anterior al del cas generic.
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4 La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer

La intuici6 darrere la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer (d’ara en endavant,
BSD) és que un rang gran de E hauria de donar lloc a molts punts modul p; és a
dir, esperariem que N, fos sistematicament més gran que el nombre de punts
esperat en general, que és p + 1. Per tal de quantificar aquesta idea, a finals de
la decada dels 1950 Birch i Swinnerton-Dyer van estudiar experimentalment la
funcio6

Ny (E)

Ce(x) =[] (4.1)

p<x p

on per a cada valor real de x el producte recorre tots els nombres primers p
menors o iguals que x.

Emprant un dels primers ordinadors electronics de la historia, 'EDSAC,
de la Universitat de Cambridge, van comprovar que per a corbes de rang 0 la
funci6 Cg(x) semblava comportar-se asimptoticament com una constant. En
canvi, per a corbes de rang » > 0 la funci6é semblava tendir a infinit quan x — oo,
i 'observacio clau fou que ho feia proporcionalment a la funci6 (log x)", com
podem veure a la figura 8, on s’illustra amb corbes de rang fins a tres.!? s a
dir, semblava que el rang de E es manifestava en 'ordre de creixement de la
funcié Cg(x). Aixo va donar lloc a una primera versio de la conjectura [4].

log Cr(x)
5077.al, dy/(_i{x =3.345

A
8 A = 389.al, dy/dx = 2.166
oot s

Tl -

37.al,dy/dx = 1.005

11l.al, dy/dx =0.012
— = — '..‘ ',-'. A | R et

loglog x

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

FIGURA 8: IIlustraci6 de la conjectura BSD, per les corbes 11.al, 37.al,
389.al1 i 5077.al, derangs 0, 1, 2 i 3, respectivament.

10 Les corbes anomenades 11.al, 37.al, 389.ali 5077.al es poden trobar a https://www.
Imfdb.org, i son les «primeres» que tenen rangs 0, 1, 2 i 3, respectivament.


https://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/11/a/1
https://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/37/a/1
https://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/389/a/1
https://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/5077/a/1
https://www.lmfdb.org
https://www.lmfdb.org
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A l'enunciat segiient, el simbol ~ denota que el quocient de les dues funcions
tendeix a 1 quan x — .

CONJECTURA 4.1 (BIRCH I SWINNERTON-DYER). Si E és una corba elliptica so-
bre Q de rang v, aleshores existeix una constant &g tal que

Ce(x) ~ ap(logx)”.

La formulacié d’aquesta conjectura és un exemple de com les matematiques
també poden tenir una component experimental essencial, i és que el calcul
computacional i I'observaci6 de les dades obtingudes fou el que revela la relacio
precisa entre el nombre de punts sobre cossos finits i el rang. De fet, una eina
fonamental en I'estudi de les corbes elliptiques sén les taules que recullen
exemples concrets de corbes i alguns dels seus invariants més notables (rang,
punts de torsio, etc.), com ara les taules d’Anvers [3], les taules de Cremona [6]
o la base de dades online LMFDB [22], accessible a https://www.Imfdb.org/.

La funcié Cg(x) resulta ser complicada de controlar des del punt de vista
analitic. Per aix0, habitualment la conjectura BSD s’enuncia en termes d’una
altra funcié amb millors propietats analitiques, que s’anomena funcio L de E i
és, de fet, una funcio de variable complexa.l! Aquesta funcio es defineix com un
producte infinit de funcions analitiques de variable complexa, indexades pels
nombres primers i en que la contribuci6 corresponent a un primer p incorpora
la informaci6 sobre el nombre de punts modul p, via la quantitat a, (E). De
manera més precisa, si E ve donada per una equacio

E:y?>=x3+ax +b,
la funci6 L incompleta de E es defineix com a

1

1 _ ap (E)p—s + pl—zs, (4.2)

L(E,s)=]]

p

on s € C és la variable de la funci6 i p recorre tots els primers senars que no
divideixen 4a3 + 27b2. Es pot veure que la fita de Hasse lapy(E)| < 2,/p implica
que aquest producte infinit convergeix a una funci6 analitica en el semipla
del pla complex format pels nombres de part real més gran que 3/2. De fet,
Hasse també va conjecturar que L(E,s) admet continuaci6 analitica a tot el pla
complex. Aix0 esta demostrat avui en dia, com a conseqiiéncia del teorema
de modularitat, demostrat per Breuil-Conrad-Diamond-Taylor el 2001 [5] amb
les técniques introduides per Wiles i Taylor i Wiles en la seva demostracio del
darrer teorema de Fermat.

En particular, té sentit avaluar L(E, s) en s = 1. No podem fer-ho directament
a la formula (4.2), ja que el producte infinit només convergeix per a part real

11 Una altra funci6é de variable complexa que apareix de manera notable en aritmetica és la
funci6é € de Riemann [31]. De fet, hi ha una construccié general que permet associar funcions L
a objectes geometrics i obtenir C(s) i L(E,s) com a casos particulars, aixi que podem pensar
en L(E,s) com una determinada generalitzaci6 de C(s).
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de s més gran que 3/2. Pero, si ens oblidem per un moment del problema amb
la convergeéncia i substituim formalment s = 1 al producte infinit, multiplicant
i dividint el terme p-ésim per p obtenim que

1 p
L(E,1)«=» «=»|]—.
1;[1—51,,(13);9*1+p*1 v Ny (E)

Les cometes als signes d’igualtat indiquen que I'argument és heuristic i no s6n
igualtats rigoroses. Pero, tolerant aquest inconvenient, si comparem amb (4.1),
veiem que aixo hauria de correspondre a I'invers del valor limy_ cg(x). Per
tant, sembla que el comportament de L(E,s) en s = 1 hauria de reflectir el
comportament asimptotic de cg(x), i, com que un és l'invers de I'altre, com
més gran sigui el rang 7, més rapid hauria de tendir a 0 la funcié en s = 1.
Aix0 és, justament, el que diu la versié més habitual de la conjectura BSD; per
exemple, la que apareix en la descripcio oficial del problema del millenni de la
Fundaci6 Clay [38].

CONJECTU,RA 4.2 (BSD). Si E té rang v, aleshores L(E,s) té un zero d’ordre v
ens = 1. Es a dir,

L(E,s) = c(s —1)" + termes d’ordre superior,
per a determinada constant ¢ + 0.

Malgrat que a primer cop d’ull pugui semblar el contrari, aquesta conjectura
no ens ajuda gaire en el problema algoritmic del calcul del rang, ja que no
es coneixen algoritmes per a calcular I'ordre d’anullacié de L(E,s) en s = 1
quan aquest ordre és més gran que 3. De fet, avui dia no coneixem cap corba
elliptica E per la qual puguem demostrar que l'ordre d’anullaci6 de L(E,s)
és 4.

Hi ha una «versio forta» de la conjectura, que involucra la funcié L completa
(en qué s’incorporen també termes corresponents a p | 2(4a3 + 27b?), que
so6n una mica més complicats de definir). En aquest cas la conjectura prediu
el valor de la constant c en el primer terme del desenvolupament de Taylor
en funci6 de certs invariants aritmetics i geometrics de E. Si aquesta versio
forta fos certa, aix0 si que donaria lloc a un algoritme per a calcular el rang i
un conjunt de generadors de E(Q).

La conjectura BSD, fins i tot en la seva «versio deébil» que hem enunciat,
encara esta oberta en completa generalitat. Aix0 no obstant, se’n coneixen
alguns resultats parcials. El més important des del punt de vista del present
article és, sens dubte, el que es deriva dels treballs de Gross, Zagier i Kolyvagin
de finals de la década del 1980 [16, 21].

TEOREMA 4.3 (GROSS-ZAGIER 1986, KOLYVAGIN 1988). Sil'ordre d’anullacio de
la funcio L(E,s) ens =1 és0 o 1, aleshores la conjectura BSD per a E és certa.
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Dit d'una altra manera: si L(E,1) + 0, elrang és 0;isi L(E,1) = 0i L (E,1) +
0, el rang és 1. En particular, si L(E,1) = 0i L'(E,1) = 0, aleshores hi ha un
punt d’ordre infinit a E. Aquesta és la part del resultat que van provar Gross
i Zagier, i per a la qual van resoldre el problema clau: donada una corba el-
liptica amb L(E,1) = 0iL'(E,1) + 0, com construir un punt racional d’ordre
infinit? L’eina fonamental que van emprar son els anomenats punts de Heegner,
introduits uns anys abans per Birch i que, en certa manera, ja havien estat
descoberts per Heegner en un context lleugerament diferent.

5 Punts de Heegner i exemples

Com ja hem avancat més amunt, els punts de Heegner son punts definits
a la corba elliptica E que séon d’ordre infinit quan I'ordre d’anullaci6é de la
funci6 L(E,s) és exactament 1, i, per tant, en aquesta seccié assumirem que
aquest és el cas. A més, ens cal utilitzar el fet que E és modular, aixi que primer
veurem que vol dir que una corba elliptica sigui modular. De fet, una manera
rapida de dir-ho és dir que la corba E esta associada a una forma modular. Pero
aleshores ens cal explicar queé és una forma modular, i qué vol dir que E hi
estigui associada.

Considerem, doncs, el semipla superior de Poincaré H, que simplement és
conjunt de complexos amb part imaginaria positiva:

H={ze C|Im(z) > 0}.

Aquest espai, que també s’anomena semipla hiperbolic, té una meétrica associada

donada per

ds=d);(§y, zZ=Xx+1y.

Les isometries de H venen donades justament pel grup

PSL>(R) = {y € M2(R) [ dety = 1}/{=1},

on I'acci6 d’una matriu y = (¢%) és per una transformacio fraccionaria lineal

az+b
cz+d’

—

En particular, el grup SL>(R) actua a H, i ens interessa estudiar funcions
que es comporten de manera molt simetrica respecte a determinats subgrups.
Concretament, en el cas de les corbes elliptiques fixarem un enter positiu N i
considerarem el grup

To(N) = {(28) e Mx(Z) | ad — bc =1, N | ¢},

és a dir, en el grup de matrius dos per dos a coeficients enters, determinant 1 i
amb l'entrada inferior esquerra divisible per N.
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DEFINICIO 5.1. Una forma modular de nivell N (cuspidal i de pes 2) és una
funci6 holomorfa f: H — C tal que:

1. f(yz) =(cz+d)’f(z) peratotay = (2%) e [H(N), i
2. limz_jw(cz+d)2f(yz) =0peratotay = (1) € SL,(2).

Com que la matriu ((1) %) pertany a Iyj(N) sigui quin sigui N, tota forma

modular f és 1-periodica, i, per tant, té una série de Fourier. De fet, com que
f és holomorfa, podem escriure

f(2) = > an(f)e?™ "2, an(f) € C.
n=1

Sovint s’abreuja q = e°™? i s’anomena > ,_; an(f)q" la g-expansio de f.
Evidentment és temptador considerar la série de Dirichlet associada a aquests
coeficients, que no és més que la funcié

L(f,s) = D> an(fIn".
n=1

Un teorema de Hecke ens assegura que per a tot primer p es té |a, (f)| = O(p),
i, com a conseqiiéncia dels resultats de Deligne sobre les conjectures de Weil,
sabem que, de fet, |a,(f)| < 2,/p. En tot cas, la serie L(f,s) convergeix
per Re(s) suficientment gran. A més, la simetria de f ens permet continuar
analiticament L(f, s) a una funcié holomorfa a tot C.

TEOREMA 5.2 (TAYLOR-WILES, WILES, BREUIL-CONRAD-DIAMOND-TAYLOR). Do-
nada una corba elliptica E, hi ha un enter positiu Ng i una forma modular fg
de nivell Ng, de manera que per a tot primer p es té

ap(fp) =p +1—#E(F,).

La quantitat Ng s’anomena conductor de la corba, i hi ha algoritmes que
el calculen de manera senzilla a partir de ’equaci6 de Weierstrass. A més, els
primers que divideixen N so6n essencialment els mateixos que divideixen el
discriminant de E. Es més, la funcio L(E, s) es pot definir de manera que també
incorpori els primers que divideixen el discriminant, i aleshores el teorema de
modularitat ens diu que hi ha una forma modular fr tal que L(fg,s) = L(E,s).

Tal com ’hem enunciat, no esta clar com es pot aprofitar aquest teorema per
a construir punts a la corba elliptica, que recordem que és el nostre objectiu.

Per a entendre com l'existéncia de la forma modular fr ens permet trobar
punts a E ens caldria entendre I'estructura algebraica que hi ha al darrere del
quocient analitic Yo(N) = Ip(IN)\H. En aquesta nota, pero, ens conformarem
amb la segiient conseqiiéencia.

Tal com hem vist a la secci6 1, els punts complexos, que denotem amb E(C),
formen una superficie a ’espai de dimensio (real) 4 que és C x C, que s’anomena
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supetficie de Riemann, ja que fou Riemann qui primer estudia aquest tipus de
superficies. En el cas que ens ocupa, es pot calcular un reticle

Ar={m+ntg | mnez} ccC
per a un determinat element T € H, i es té un isomorfisme analitic'?
C/Ap = E(Q).
L’aplicaci6
T — LT 2mifr(z)dz

envia Yp(IN) a C/A, on A és homotetic a Ag. Aixo fa que, reescalant la integral
anterior, puguem considerar una aplicaci6 analitica

®y: Yo(N) — E(O),

que anomenarem parametritzacio modular. Val a dir que aquesta funcié (o
una aproximacié arbitrariament bona) es pot calcular a partir de la g-expansi6
de fE, i que s’ha fet molta recerca per a aconseguir que aquest calcul sigui molt
eficient.

L'altim ingredient que ens falta, doncs, per a obtenir punts a E(Q) C E(C)
és trobar punts adequats a Yy(N). La funcié &y és altament transcendent,
i, per tant, en principi no esperariem que punts algebraics a H donin lloc a
punts algebraics a E(C), cosa que gairebé no passa mai. Tot i aixi, la teoria
de multiplicacié complexa garanteix que, si T € H és un quadratic imaginari
(és a dir, satisfa una equaci6 de la forma AT2 + BT + C = 0 amb A,B,C € Z
i B2 — 4AC < 0), aleshores &y (7) € E(C) té coordenades definides!3 en una
extensié algebraica de Q(T). La situacié és semblant al que passa amb les
funcions trigonometriques: la funci6 x ~ sin(2mx) és transcendent, pero
resulta que, si x és racional, aleshores sin(27x) és un nombre algebraic.!*

Vegem un exemple que ens ajudara a clarificar la construccié que hem fet.
Considerem la corba elliptical>

E:y’+y=x%-x,

que és la corba elliptica «més simple» de rang 1. La forma modular fr associada
a E per modularitat té g-expansi6

fe(@) =a—2a*-3q%+2q* —2q° +64° —q” +6q° + - - -

12 Un isomorfisme analitic és aquell que ve donat per funcions holomorfes amb inversa holo-
morfa.

13 Per tal que aix0 sigui cert ens cal assumir una condici6 técnica, coneguda com la «hipotesi de
Heegner»: els primers divisors de N no poden ser inerts a Q(T).

14 De fet, la teoria de Galois ens permet predir en quina extensio de Q esta definit sin(27x) en
aquest cas.

15 https://www.Imfdb.org/E11ipticCurve/Q/37/a/1.
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Considerem ara
—-21++/-3
= — € H.
T 74

Calculem de manera aproximada ®x(7) i obtenim
oy (1) = (~1.000000,1.11 - 1071%) € E(C).

Podem comprovar que (-1,0) = 3(0,-1) + (0,1),ique E(Q) = {0,(0,1)} X
((0,—-1)). Aixi doncs, la construcci6é dels punts de Heegner ens ha donat lloc
al punt d’ordre infinit 'existéncia del qual hauriem pogut predir (gracies a la
conjectura BSD) del fet que la L-série L(E, s) tingués un zero (simple) a s = 1.

Observem que en aquest cas el punt que hem obtingut té coordenades
racionals, pero aixo prové del fet que rang E(Q) = rang E(Q(+/-3)) = 1.

Vegem per acabar un altre exemple que mostra com els punts de Heegner te-
nen coordenades a extensions (potser trivials) de cossos quadratics imaginaris.
En aquest cas, considerem la corbal® donada per I'equacio

E:y?+y=x%-x%-10x - 20,
que té conductor 11 i forma modular associada
fe=a-2a*-a’+2q* +q* +24° - 29" -2q° + - - -

En aquest cas prenem
. -9+ -7
a 22

que genera el cos quadratic imaginari Q(+/—7), i calculem
oy (1) = (0.500000 — 1.322876+/~1,-2.000 00 — 5.291 502 6+/~1).

El punt obtingut és molt proper a

P/ = <1+2ﬁ -2+ 2ﬁ) € E(Q(V-7)),

que es pot escriure com a

PF — (—6,_1_?/?7) +(5,5).

Es pot veure que E(Q(+/—7)) és isomorf (com a grup abelia) a Z/5Z & Z,
amb generador de Z/5Z donat per (5,5) i generador de la part lliure donat

per (_6’ %1\/?7)_

16 https://www.Imfdb.org/E11ipticCurve/Q/11/a/2.
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6 Corbes elliptiques sobre els p-adics

A finals del segle passat, Darmon proposa a [7] una construccié analoga a la
dels punts de Heegner, en el cas que I'extensié quadratica que considerem
sigui real. En aquesta secci6 i la propera intentarem donar una idea d’aquesta
construccio, que, a diferéncia de la construccioé de punts de Heegner, dona lloc
a punts que—avui dia—encara no sabem demostrar que siguin algebraics.

Ja d’entrada ens adonem facilment que la construccié de Heegner no funcio-
nara en aquesta situacio, ja que, si T és real, aleshores segur que no pertany a H
(recordem que H esta format per complexos amb part imaginaria estrictament
positiva). La idea brillant de Darmon va ser considerar un altre tipus de semipla
que si que contindria aquests punts reals. Aixi, substitui H per un pla p-adic,
on p és un primer divisor del conductor de la corba. Per tal de simplificar
I'exposicié suposarem que el conductor de la corba elliptica que considerem
és primer.

Els nombres p-adics, que habitualment s’escriuen com a Q,, s’obtenen a
partir dels racionals de manera analoga a com se n’obtenen els nombres reals,
és a dir, prenent una compleci6 dels racionals respecte d'un valor absolut. Si
prenem el valor absolut usual, obtenim els reals R, pero, si prenem el valor
absolut p-adic (que veurem seguidament), aleshores obtindrem els nombres
p-adics.

El valor absolut p-adic, que denotarem amb | - |,, es defineix en els enters
com a

lal, = p~" @, wv,(a) = max{k | p* divideix a}.

Per exemple, com que 32 divideix 18 i 33 no, tenim |18|3 = 1/9. Aixi, si pensem
3-adicament, el nombre 18 és més petit que el nombre 1 (per a qualsevol p, es

té |11, = 1). De manera semblant, els nombres 3,9,27,...,3",... tendeixen a
zero 3-adicament, encara que amb el valor absolut usual ens sembli que es fan
grans.

El valor absolut p-adic es pot estendre de manera directa als racionals,
definint
7' _ |a|p
blp Iblp’

i aixi obtenim un valor absolut que respecta la multiplicacié: per a tot x, y € Q,
tenim [xy|p = [x|p|Y]p.

De la mateixa manera que podem aproximar qualsevol real no nul mitjan-
cant un enter multiplicat per una potencia de 10, també podem aproximar
qualsevol p-adic no nul mitjancant un enter multiplicat per una potencia de p.
En aquest cas, dos enters seran molt propers (p-adicament) si la seva diferencia
és divisible per una poténcia molt gran de p. Per exemple, els nombres 14 i 500
son bastant propers a Qs, ja que la seva diferéncia és 486 = 2 - 3°, que té valor
absolut 3-adic igual a 37> =~ 0.004 115. D’altra banda, 14 esta a distancia 1 de 2,
jaque |14 — 2|3 = |13|3 = 1.

De la mateixa manera que per a definir els punts de Heegner no n’hem
tingut prou amb els reals i hem hagut de considerar els nombres complexos, en

‘ a
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el cas p-adic també ens caldra considerar un cos més gran que Q. Recordem
que per construir els complexos adjuntem una arrel del polinomi x? + 1, que
és irreductible si el pensem en els reals. Aixi, considerarem una extensio C, de
grau 2 de Qp, que es pot obtenir, per exemple, adjuntant I'arrel d’un polinomi
monic de grau 2 amb coeficients a Z que sigui irreductible modul p.!”

Hi ha una teoria de corbes elliptiques sobre Q,, i resulta que també do-
nen lloc a tors (en aquest cas, tors p-adics), pero en aquesta situacio ens cal
una versio multiplicativa. Fixem-nos que, en el cas complex, la funcié expo-
nencial z — e2™Z dona lloc a un isomorfisme C/Ar = C*/q%, on g = 2™
i

at=1{a} Inez.

En el cas p-adic, es té un isomorfisme analitic (donat per séries de poteéncies
amb coeficients p-adics)

Nrae: Cpy /af — E(Cp),

on gg € Q, que s’anomena periode de Tate, s’obté també de manera senzilla a
partir de I'’equacio de E.

Fins aqui hem intentat convéncer el lector de substituir els punts complexos
de la corba elliptica E(C) pels punts p-adics E(C,). Ens hem de preguntar,
doncs, per quins objectes analegs substituirem el semipla de Poincaré H i el
grup Iy(p). D’entrada, podem pensar que H = (C \ R)*, on el simbol + fa
referencia a la component connexa formada pels complexos amb part imagi-
naria positiva. Aixi, no ens sorprendra que definim el semipla p-adic H, com
a Cp \ Qp (en aquest cas, no té sentit considerar una component «positiva»). El
grup PSL;(Q,) actua a H, per transformacions fraccionaries lineals, i el grup
analeg a Iy (p) que considera Darmon, seguint Ihara, és el grup

I =SL(z[1/p]) = {y = (4}) e Ma(Z[1/pD) | dety =1}

La notaci6 Z[1/p] significa I'anell format pels racionals a/b, on b és una
potencia de p. Ara ja tenim definits objectes p-adics I'\H, i E(C,), i ens resta
per veure:

1. Quin és I'analeg p-adic de ’aplicacié &y de la secci6 anterior, i
2. Quins punts interessants es poden definir a I'\H, que donin lloc a punts
algebraics a E(Cp)?

En la secci6 segiient veurem que el cami no és tan directe, i ens veurem
obligats a combinar la teoria p-adica amb la complexa per definir els punts que
cerquem a E(Cp).

17 A la literatura sovint s’escriu Cp, per a referir-se a la compleci6 de la clausura algebraica
de Qp, que aqui no farem servir.
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7 Punts de Stark-Heegner i exemples

Recordem que el teorema de modularitat ens permet associar a una corba
elliptica E una certa forma modular fg. De fet, el que acabem integrant és
una 1-forma diferencial wg = 2mif(z) dz. La propietat de simetria per al
grup Iy (p) (recordem que estem assumint que el conductor Ny = p és primer)
fa que wp sigui invariant per a aquest grup i, per tant, la forma diferencial wg
és una forma a Yy (p).

Un dels punts clau de la construccié de Darmon consisteix a considerar el
producte H, x H, on actua el grup I' de manera diagonal, i a associar a E una
(1,1)-forma diferencial Qf a Xr = I'\(H, x H). Val a dir que el llenguatge que
estem fent servir no és gaire precis, ja que H, és totalment disconnex amb la
topologia p-adica i la diferenciabilitat no funciona com amb els complexos. Per
fer-ho precis hauriem de recorrer a la geometria rigidoanalitica, pero en aquest
article I'analogia ens servira.

De manera analoga a com en la secci6 anterior hem integrat una 1-forma dife-
rencial al llarg d'un cami complex ico ~+ T, aquesta nova (1, 1)-forma diferencial
I’haurem d’integrar sobre una 2-cadena. Fixem-nos que el cami complex ico ~» T
té com a vora la 0-cadena tancada (1) — (ic0). Aixi, si volem seguir I'analo-
gia, hauriem de trobar un 1-cicle exacte, és a dir, que sigui la vora d’'una
2-cadena. Heus aci com podem procedir: donat un punt T € H, que satisfaci
una equacié At2 + BT + C = 0 amb B? — 4AC > 0, es pot considerar el subgrup
estabilitzador

It ={xel | xt =1},

que resulta estar generat per una matriu y. També es pot veure que una certa
poténcial® de y es pot escriure com a producte de commutadors:

y¢ =lai, billaz, b2]- - - [at, bt].
El cicle que considera Darmon és
0 = (yo0 ~ o0) x {T} € T\(H x Hp).

Aquest cicle és tancat, i, de fet, es pot veure que és exacte, és a dir, que
hi ha una 2-cadena A tal que 0A = 0. Per fer-ho suposem, per tal de sim-
plificar la notaci6é, que només apareix un commutador en la descomposicio
de y¢, aixi que y¢ = aba~'b~!. El diagrama segiient mostra la 2-cadena corres-
ponent:

18 En general, cal modificar y fent servir uns operadors determinats coneguts com a operadors
de Hecke, pero podem obviar aquest detall en aquesta primera aproximacio.
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aba~ bl oo

Observem que molts dels termes es cancellen. D’altra banda, la part que
apareix enquadrada es pot reescriure com a

T b1 a 't T T a7y aTlr b~lr
T
00 aoco 00 boo
® x + @ x + ® X + ® X = oox + + +
by T a”lr ir alr T

b b~la=tr
!

Pero, com que
a'b'tr=bltataba ‘b lt=blalyr=bla!T,

aquesta 1-cadena és nulla. En conclusio, tots els termes excepte un es cancellen
i, per tant,

0= a(Ox (T} — (0 = aw) X (b7 - T) + (00 — boo) X (a™'T - T))_

Podem definir la integral

ac bt bo ralt
JTZI J QE_J J Qp € Cp.
(o] T 0 T

Per exemple, considerem la corba elliptica de I’apartat anterior
E:y>+y=x%-x%-10x - 20,
de conductor p = 11. Com que x2 — 13 no té arrels modul 11, podem escollir

3-V13
T

Calculem una aproximacio de la integral anterior, que dona lloc al punt

€ Hqg.

Jr=2755144154888491482077+302 729526018381 608293 (mod 1129).
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Aplicant I'isomorfisme a E(C;1), obtenim

Ntate(J7) = (645077502996 + 732 103 938 7207 + 0(1120),
4172141459976479 + 4172141459976479T + 0(1120)),

que és proper al punt algebraic d’ordre infinit

2- (—8 071272/139129T1 + 52783800/139129,
109494 875952/518951171-329723275860/51 895 117) €E(Q(W13)).

Com hem remarcat a la seccié anterior, una diferéncia important entre
la teoria de punts de Heegner de la secci6 5 i la teoria de punts de Stark-
Heegner que hem vist en aquesta seccié és que aquesta darrera és una teoria
encara majoritariament conjectural. Aixo es deu al fet que la construccio
que hem explicat de punts de Heegner és la vessant analitica d'una teoria
geometrica de punts de Heegner, que permet demostrar que els punts obtinguts
no només soén punts amb components complexes, sind que, de fet, son punts
amb components algebraiques. La construccié de punts de Stark-Heegner es
pot veure com un analeg analitic p-adic de la construccié complexa de punts de
Heegner, pero en el cas de Stark-Heegner no es coneix I’analeg de la construccié
geometrica.

Toti aixi, al llarg dels anys han aparegut molts resultats que donen evideéncia
de la validesa d’aquesta conjectura, tant de caire computacional i experimen-
tal ([9, 17]), en qué es comprova en nombrosos exemples que els punts de
Stark-Heegner sén molt propers a punts racionals d’ordre infinit, com de cai-
re teoric ([27, 23, 2, 24, 10]), en qué es demostren casos particulars de la
conjectura.

8 Epileg

La construccio original de Darmon s’ha generalitzat en multiples direccions en
les més de dues décades que han passat des de I'article fundacional [7]. La hi-
potesi de Heegner (sobre el comportament en el cos quadratic dels divisors del
conductor) es pot relaxar a canvi de considerar subgrups de SL>(R) o SL2(Qp)
donats per algebres de quaternions en comptes dels grups Ip(N) ([15]), i es po-
den considerar corbes elliptiques sobre cossos de nombres diferents de Q, com
ara cossos quadratics imaginaris ([36]). Avui en dia, disposem de construccions
conjecturals de punts algebraics sempre que el signe de I’equacié funcional
de L(E/K, s) sigui senar, i les conjectures prediuen que aquestes construccions
donen lloc a punts algebraics d’ordre infinit sempre que I'ordre d’anullacio
de L(E/K,s) as = 1 sigui exactament 1. Per a més detalls, convidem el lector a
consultar [19] i [18], en queé la construccié es presenta des del punt de vista
més general.

També cal mencionar I'existéncia de generalitzacions que van més enlla
de la situaci6 de corbes elliptiques de rang 1 tractada en aquest article. Per
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exemple, els cicles de Stark-Heegner ([32]) o, més recentment, els anomenats
punts pleéctics, que, inspirats per les construccions de Darmon, proporcionen
invariants p-adics en certes situacions de rang > 1 ([13, 14]).

En aquest article hem volgut fer un tast d’algunes conjectures sobre corbes
elliptiques i les corresponents respostes parcials que sabem donar. Concre-
tament, la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer segueix essent una font
d’inspiraci6 per a la teoria de nombres del segle XX, i les construccions explici-
tes que va introduir Heegner i ha generalitzat Darmon i altres contemporanis
ens proveeixen d’'una petita ajuda a I’hora d’entendre aquesta misteriosa relacio
entre I'analisi de les L-series i I’aritmetica dels punts racionals. Segurament
caldran altres idees fonamentalment noves per a poder demostrar la conjectura
en casos de rangs superiors a 1, on fins avui tenim ben pocs resultats teorics.
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Les equacions de Friedmann: mecanica newtoniana
versus relativitat general

JAUME DE HARO

Com pot ser que les matematiques, essent
al cap i a la fi un producte del pensament
huma independent de I’experiéncia, siguin
tan admirablement adequades als objectes
de la realitat? Es que la raé humana, ales-
hores, sense experiéncia, només amb el
pensament, pot comprendre les propietats
de les coses reals? En la meva opinié: la
resposta a aquesta pregunta és, breument,
aquesta: en la mesura que les proposicions
de les matematiques es refereixen a la rea-
litat, no son certes; i en la mesura que sén
certes, no es refereixen a la realitat.

Albert Einstein (1879-1955)

Resum: En aquest assaig, presentem una derivacié heuristica de les equacions de
Friedmann pertorbades basada en la mecanica newtoniana, oferint una perspectiva
intuitiva sobre aquestes relacions cosmologiques. Aquest enfocament ressalta 'acord
notable entre les descripcions newtonianes i relativistes dins de certs limits, actuant
tant com un nexe conceptual i fins i tot filosofic i com una eina pedagogica per
aprofundir en els principis fisics que governen I’evoluci6 de I'univers.

Simplificant el complex marc matematic de la teoria de la relativitat general, aquest
meétode proporciona una via accessible per explorar la dinamica de I'univers. Subratlla
com la mecanica classica, quan s’aplica amb cura, pot oferir perspectives que s’alineen
amb els resultats relativistes en I'aproximaci6 lineal. Aquesta connexié no només
aprofundeix la nostra comprensio de la universalitat de les lleis fisiques, siné que
també reforca la idea que els fenomens relativistes sovint es poden entendre a través
d’analegs classics familiars.

Paraules clau: equacions de Friedmann, pertorbacions cosmologiques, mecanica
newtoniana, relativitat general.
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1 Introduccio

En el present estudi, ens centrem en les equacions de Friedmann, formulades
per primera vegada per Aleksandr Friedmann a principis de la década dels
anys vint del segle passat. Aquestes equacions, sota certes hipotesis, represen-
ten la forma que adopten les equacions de camp d’Einstein en el marc de la
relativitat general (RG) quan s’apliquen a la cosmologia. Constitueixen la pedra
angular de la cosmologia moderna, ja que descriuen la dinamica a gran escala
de I'univers sota les hipotesis d’homogeneitat i isotropia, tenint en compte la
curvatura i el contingut d’energia i materia de I'univers. Proporcionen un marc
matematic per explorar com l'univers evoluciona al llarg del temps, abastant
tant escenaris d’expansioé com de contraccio.

L’innovador treball de Friedmann [10, 11] inicialment va tenir dificultats per
obtenir reconeixement. Durant anys, les solucions de les seves equacions, que
revelaven la possibilitat d’'universos en expansio i contraccid, van ser en gran
part ignorades per la comunitat cientifica [20]. Fins i tot Einstein, malgrat el seu
paper fonamental en el desenvolupament de la RG, va desestimar inicialment
els resultats de Friedmann, considerant-los inconsistents amb les seves propies
equacions. Ben aviat, pero, a instancies del mateix Friedmann, Einstein va
reconeixer-ne la validesa després d’'un examen més detallat, tot i que durant
deu anys va seguir sent esceptic sobre la idea d’'un univers en expansi6. No
va ser fins a la formulaci6 de la llei de Hubble-Lemaitre, que va establir una
relaci6 directa entre el desplacament cap al vermell de la llum de les galaxies
iles seves distancies, que el treball de Friedmann va ser plenament apreciat.
Aquest avenc va connectar la cosmologia observacional amb la fisica teorica, i
va consolidar la rellevancia de les solucions de les equacions de Friedmann per
entendre I’evolucio de 'univers.

Partint de les contribucions pioneres de Friedmann, I’estudi que presentem
deriva les equacions de Friedmann pertorbades a través d’'un enfocament
alternatiu. Inspirant-nos en treballs anteriors, com els de McCrea i Milne [25] i
posteriorment els de Callan, Dicke i Peebles [4], utilitzarem un métode heuristic
basat en la mecanica newtoniana. Aquesta perspectiva alternativa no només
serveix com a eina pedagogica per comprendre les equacions de Friedmann,
sin6 que també subratlla la coheréncia entre els marcs newtonians i relativistes
sota condicions especifiques. A través d’aquest enfocament, es pretén illuminar
els principis fisics subjacents a 'evolucié cosmica i oferir perspectives que
complementin la visi6 relativista.

Les implicacions d’aquest treball van més enlla de 'aspecte pedagogic. La
derivacio posa de manifest el paper de les inhomogeneitats del factor d’escala
ila taxa d’expansio de Hubble (la mesura de la velocitat en qué s’expandeix
I'univers), un fet amb profundes conseqiiéncies observacionals. En particular,
suggereix que les variacions locals en la taxa d’expansio de Hubble podrien sor-
gir a causa de diferéncies en els entorns fisics dels objectes cosmics utilitzats
per mesurar-la. Aquesta perspectiva podria oferir una nova visi6é sobre la tensio
de Hubble, l1a persistent discrepancia entre el valor actual de la taxa d’expan-
si6 de Hubble mesurada localment i el seu valor inferit del fons de microones
cosmic, i proporcionaria aixi un marc per interpretar aquestes variacions.
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A més a més, aquest enfocament posa emfasi en la importancia de I'analisi
pertorbativa per connectar la teoria amb l'observaci6. Obre la porta a una
exploracio més profunda de com les estructures i dinamiques locals influeixen
en els parametres cosmologics a gran escala, connectant la fisica a petita escala
amb el relat més ampli de I’evolucié cosmica. Aquest enfocament dual —que
ofereix tant una introduccié pedagogica com perspectives sobre problemes
avancats— subratlla la versatilitat del treball que presentem.

El treball esta estructurat de la manera segiient: A la secci6 2, i partint de
la consideracié que 'univers presenta homogeneitat i isotropia a gran escala,
asumirem que esta ple d'un fluid perfecte homogeni, els elements del qual es
poden identificar amb les galaxies que el componen. En aquest context, deri-
varem les equacions de Friedmann en la seva forma homogenia, les solucions
de les quals descriuen tant I’evolucié d’aquest flux com I'’expansié de I'univers,
basant-nos en el marc teoric de la relativitat general. A la secci6 3 s’exposa
com aquestes equacions es poden derivar novament fent Us exclusivament
de conceptes propis de la mecanica newtoniana. La secci6 4, que constitueix
I’apartat més rellevant d’aquest estudi, esta dedicada a la determinacio, de
manera heuristica, de les equacions de Friedmann pertorbades en primera
aproximaci6. Som conscients que I'univers no és completament homogeni a
gran escala, i aquestes inhomogeneitats ens proporcionen informaci6 essen-
cial sobre la seva estructura. Per aquest motiu, és fonamental determinar les
equacions pertorbades, ja que permeten descriure i entendre I’evoluci6é d’aques-
tes inhomogeneitats. A la seccio 5, deduirem les equacions de conservacio i
d’Euler relativistes, les quals, juntament amb les equacions pertorbades de
Friedmann, constitueixen el sistema que descriu de manera completa I’evoluci6
de les inhomogeneitats. A la seccio 6 establirem la relacié entre la metrica de
Schwarzschild —una de les primeres solucions de les equacions d’Einstein— i
la mecanica newtoniana. També analitzarem la seva connexié amb els forats
negres i discutirem com, a partir d’aquesta meétrica, es pot reproduir correcta-
ment la precessio del periheli de Mercuri. Finalment, a la secci6 7, debatrem
el significat fisic de les singularitats matematiques que, sovint, apareixen en
cosmologia.

2 Les equacions de Friedmann a partir de la relativitat general

En aquesta seccio obtindrem les equacions homogénies de Friedmann a par-
tir de la relativitat general. Per poder fer-ho, primer de tot hem d’assumir
I’homogeneitat i la isotropia de I'univers a gran escala, cosa que ens porta a
descriure’l geometricament com una varietat de Lorentz (una varietat pseudo-
riemanniana amb signatura (1, 3), que és la generalitzacié amb curvatura de
I’espaitemps de Minkowski que apareix en la relativitat especial) amb la métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

dar

2 _ N2 2 2
ds? = -N2(t) dt +a(t)(1_k72

+ 72 dQ) ,
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on dQ = d6? + sin? 0d¢?, N(t) denota la funcié lapse, que representa la
llibertat de reparametritzar el temps, k representa la curvatura de 1’espai, i
a(t) indica el factor d’escala: per entendre’ns, una mena de «radi de I'univers»,
almenys en el cas que I’espai tingui curvatura positiva.

Per a aquesta metrica, I'invariant geomeétric més important és I’escalar de
Ricci o curvatura escalar, que s’expressa com a

: 2
R:6<1d<a>+H+k>,
aN dt \N N a?
on, en aquesta seccio, el «punt» indica la derivada respecte al temps cosmic t, i
H= % representa la taxa d’expansié de Hubble, també anomenada parametre
de Hubble, ja que depén del temps cosmic. Per tant, no sembla gaire apropiat
anomenar-la constant de Hubble, com es fa habitualment.

Quan considerem un univers homogeni i isotrop a gran escala, ple d'un fluid
perfecte en que la pressio depen inicament de la densitat d’energia, el model
de FLRW ens permet descriure diferents etapes evolutives. Inicialment, el fluid
estaria compost per radiacio (dominant en la seva etapa primitiva), seguit d’'una
distribuci6 homogenia dominada per matéria barionica i, sobretot, materia
fosca. En I’época actual, el component predominant seria el que s’anomena
energia fosca, en queé la pressio és aproximadament igual a la densitat d’energia
canviada de signe.

En aquest context, el lagrangia d’Einstein-Hilbert ([18]) es pot expressar com
una funci6 de I’escalar de Ricci, la mesura espaitemps i el contingut material, i
pren la forma segiient:

Ly = %Rw/i—g —8mGpo/—g = %Ra3N - 8mGpoa’N,

on po representa la densitat d’energia homogenia, G és la constant de la
gravitacio universal, i ,/—g = Na? actua com a mesura quadridimensional per
a la metrica de FLRW.

Cal destacar que aquest lagrangia es pot reformular com a

d (aa?\ 3a’a 5
Ly = E (N) - N + 3kaN — 87TGp()ll N.

Per tant, tenint en compte que el primer terme és una derivada total, aquest
lagrangia és equivalent al segiient:

- 3a?

a
Legg = — N

+ 3kaN — 8mGpoa’N.

Noti’s que la variacié respecte de la funcié lapse condueix a la coneguda
restriccio hamiltoniana
. aLEH . 3('1201
~ ON N2

0 + 3ka — 8Gpoa’®,
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on, després d’escollir N (t) = 1 (recordem que la funci6 lapse només representa
la llibertat de reparametritzar el temps. En triar-la igual a 1, el que estem fent
és seleccionar el temps propi d'un observador que es troba en repos respecte
al fluid que omple 'univers), s’arriba a la primera equacié de Friedmann:

ke  8mG

H?> + — =
a? 3

Pos (1)

que no és altra cosa que una restriccio, ja que només conté la derivada primera
del factor d’escala.

Per derivar I'’equacié dinamica, realitzem una variaci6 respecte del factor
d’escala. Després de fixar N = 1, 'equaci6 d’Euler-Lagrange

d (0Lgy\ OLgu
dt \ 9a | oa

ens porta a

6da + 3a% = 8nGi(p0a3) - 3ka,
da

on, degut a la dependéncia de la densitat d’energia Unicament respecte del
factor d’escala, substituim % per d

%.
A continuaci6, assumim una evoluci6 adiabatica en qué I'’entropia total
es conserva, i utilitzem la primera llei de la termodinamica dE = —p dV (la

variacio de I’energia és igual a menys la pressio per la variacié del volum). En el
nostre cas, E = a3py, V = a3ip = po, essent pg la pressio homogeénia, obtenim

d
d(poa’) = —poda’® = %(potﬁ) = -3poa’,

i, per tant:
a 1 k
— = —47G ——<H2+—>.
a ThPo 5 a?
Finalment, a partir de la primera equacié de Friedmann (1), arribem a
I'’equacio de I'acceleracio, o segona equacio de Friedmann
a _47TG

G
2= 3 Bpotpo)=-—=(1+3wo)po, @)

on hem introduit el parametre de I'equacio d’estat wg = %.

Observem que aquesta ultima equacio6 ens diu que, quan wy > —1/3, I'uni-
vers s’expandeix de manera desaccelerada, i, quan wg < —1/3, ho fa de manera
accelerada.

Aquest fet és important, ja que, segons el model actual més utilitzat, I'ano-
menat ACDM-model (model A de materia fosca freda, on A és la constant
cosmologica d’Einstein), I'univers va experimentar inicialment, com explicarem
a la secci6 7, una fase d’expansi6 accelerada molt rapida coneguda com a infla-
cio [13]. Actualment, com sabem gracies a les observacions de supernoves de
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tipus Ia fetes pels grups liderats pels astronoms guardonats amb el Premi Nobel
Perlmutter, Riess i Schmidt a finals del segle passat, I'univers es troba de nou
en una fase d’expansio accelerada. Per explicar aquesta segona fase, els cosmo-
legs postulen que el component dominant de 'univers responsable d’aquesta
acceleraci6 s’anomena energia fosca. Curiosament, com ja hem comentat, el
candidat més utilitzat per modelar-la és la famosa constant cosmologica, la
qual dona lloc a una forca repulsiva, i que Einstein ja havia introduit 'any 1917
per compensar l'atracci6 gravitatoria en el seu model estatic.

Posteriorment, Einstein va haver de renunciar-hi un cop es va reconeixer
que I'univers s’estava expandint, gracies a les observacions de Hubble i altres
astronoms. Tot i aixi, ja abans d’aquest descobriment, cosmolegs de prestigi,
com ara Willem de Sitter, havien identificat que el model estatic d’Einstein era
dinamicament inestable i que petites pertorbacions podrien desencadenar el
collapse o I'expansié de I'univers. Aquesta inestabilitat inherent va ser un dels
primers indicis que el model estatic no era sostenible.

Com es diu amb certa ironia, «si s’esternuda en el model d’Einstein, I'univers
colllapsa», una expressio que, en el fons, subratlla que fins i tot una petita
pertorbacio seria suficient per alterar 1'equilibri precari que plantejava. Avui
dia, si ho analitzem des del punt de vista dels sistemes dinamics, diriem
que, qualitativament, el punt d’equilibri que representa matematicament la
solucié d’Einstein és inestable; de fet, correspon a un punt de sella (vegeu,
per exemple, [16]). Tanmateix, cal recordar que, en aquella epoca, la teoria
qualitativa dels sistemes dinamics encara no estava prou desenvolupada per
proporcionar una analisi formal i detallada d’aquesta inestabilitat.

3 Les equacions de Friedmann a partir de la mecanica
newtoniana

Ara tornarem a derivar les dues equacions de Friedmann homogénies, pero des
d’una perspectiva newtoniana. Considerem, en coordenades comobils (son les
coordenades adoptades per un observador que es mou amb el fluid homogeni
que omple 'univers), una bola homogénia de mida gran amb un radi R en
I’espai euclidia (també podem considerar R = oo, pero, per a un radi finit, la
massa total dins de la bola és finita: M = %"QOR?’, on g és la densitat de massa
homogenia).

Suposem que la bola s’expandeix radialment. Aixo vol dir que, si O és
el centre de la bola, un punt P dins de la bola a I'instant ¢y es transforma en el
punt P; a l'instant ¢, i la distancia des de O fins a P; ve donada per dop, =
dop(t) = a(t)dop = a(t)l@l, on a(t), amb a(ty) = 1, és el factor d’escala
que ens ha aparegut a la secci6 anterior.

A més a més, a I'instant to, considerem el triangle P/O\Q, que es transforma
en el triangle equivalent P;OQ; a I'instant t. Per tant, com que dop, = a(t) dop
idog, = a(t) doq, utilitzant el teorema de Tales, trobem que, per a qualsevol
parell de punts P i Q dins de la bola, dp,q, = a(t) dpg.
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La relacié mostra que qualsevol bola, a I'instant t,, centrada en un punt P
amb radi R <« R s’expandeix radialment amb la mateixa taxa que la bola
gran original. A més a més, la velocitat relativa entre P; i Q; segueix la llei de
Hubble-Lemaitre

a .

L’equacié de moviment per al factor d’escala en la mecanica newtoniana
es deriva considerant una bola centrada en un punt donat P i amb un radi
inicial R a 'instant ty. A l'instant t, la forca radial en un punt donat Q;, situat

PrQy

2Ok Per determinar la

a la vora de la bola, es calcula com a F(Q;) = f(a(t)R)
funcio f, es calcula el flux que entra a la bola

Y= JF -ndS = 4ma’(t)R>f(a(t)R),

on n és la normal exterior a '’esfera que envolta la bola i dS és la mesura de
I'area de I'esfera.

D’altra banda, a partir de 'equaci6 classica de Poisson V - F = —411 Gy, i el
teorema de la divergencia de Gauss, el flux també ve donat per

2
v=[vorav = - TC a0,
la qual cosa condueix a la segiient expressio de f:
4G 4G ——
f(a(t)R) = - oa(t)R = F(Qt) = ——5—0oP: Q.

Per tant, I'acceleraci6é que experimenta una particula de prova de massa m
al punt Q a causa de la bola es determina mitjancant la segona llei de Newton

com a
41TGm —_— a e
3 0oPQ; = il 20,

dt2 3
on hem usat que PtQt = a(t)m, i ens proporciona la segona equacio de
Friedmann per a un fluid de pols, és a dir, amb pressio nulla.
Aquesta equacio es pot derivar a partir del lagrangia
R2a®> GM B R?a%> 4mG

- T p2 2
> Tar = 2 T3 K4t

(PtQt) =

Ly =

onM = 4T’TaﬁRﬂgo representa la massa dins de la bola.
De fet, utilitzant '’equacié d’Euler-Lagrange s’obté

aLN>_aL7N ,_4mG o, 476
(aa = %a 4T T3 4@ ) =5 004,

on hem usat la conservaci6 de la massa

0 3 O 2
aa(“ 00) =0= aa(“ Q0) = —ago.
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Observem que el radi R de la bola triada no afecta les equacions dinamiques.
Per tant, fixem R = 1.

Per derivar la segona equaci6 de Friedmann per a un fluid qualsevol, ara
hem de tenir en compte ’energia del moviment microscopic de les particules
que constituexen el fluid, aixi com la interaccié entre elles; per tant, substituim
la densitat de massa per la densitat d’energia, diem-n’hi pg, en el lagrangia
newtonia amb R = 1, de la qual cosa resulta

Utilitzant ’equacio d’Euler-Lagrange i la primera llei de la termodinamica,

d(poa®) = ad(poa®) + poa’da = —3poa’da =
= ad(poa®) + poa’da = d(poa®) = —(3po + po)ada,

derivem facilment (2).

El pas segiient és obtenir la primera equaci6 de Friedmann. Aixo es pot acon-
seguir combinant la segona equacié amb la primera llei de la termodinamica,
expressada de la manera segiient:

po = —3H(po + po).

Primer, reescrivim (2) com a

a 8TG
4 = 4G (po+ po) + === po, @)
i calculem ) )
dHZ _oyd _opp,
dt a
Inserint (3) en aquesta ultima equacid, obtenim
8tG
d ( , 8mG ) ( , 8mG ) d(H? - *5%po) da
H? - = -2H (H? - )
dt 3P0 3P0 H? — 516 a

La soluci6 d’aquesta equacio ve donada per

8mG  C

2 - =
H 3 pO—aZ,

i establint la constant d’integraci6 C igual a —k, obtenim la primera equacio de
Friedmann.

I, finalment, considerant que l'energia d'una bola homogenia de radi a
és E = 47"(13,00, el lagrangia newtonia apareix com a Ly = Ecin — V, on Ecin =

_GE

1 Z e . . N . . .
“7 és I'energia cinetica per unitat de massaiV = —=

generat per la bola amb massa en repos E.

és el potencial gravitatori
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4 Les equacions de Friedmann pertorbades

Aquesta secci6 esta basada en els recents resultats obtinguts a [17], en qué tin-
drem en compte les petites inhomogeneitats que té I'univers a gran escala, i que
considerarem pertorbacions. Comencem amb la métrica seglient, anomenada g,
en I'aproximacié del camp feble per un potencial newtonia estatic |®y| < 1,
que és la pertorbaci6 de la métrica de FLRW

ds? = (1 +2&N(x)) dt? — (1 — 2dx(x)) dX2. (4)

Aquesta expressio és una soluci6 no trivial de les equacions pertorbades
d’Einstein quan es considera un camp newtonia feble i estatic. Es pot trobar a
la formula (106.3) de [21] i també se’n fa referéncia en el llibre d’Einstein The
Meaning of Relativity [7]. En la terminologia moderna, s’anomena habitualment
calibracio newtoniana. Aqui, x representa les coordenades fisiques. Tenint en
compte I'expansié de I'univers, descrita pel factor d’escala, i la variabilitat
del potencial newtonia, la meétrica (4) en coordenades comobils ¢, on x = aq,
adopta la forma dinamica d'una meétrica conformestatic ([31]), és a dir, d’'una
meétrica amb part espacial conformement plana i estatica

a?

ds? = ———d
ay(q,t)

t? —ag(q,t) dg®, (5)

onan(q,t) = a(t)(1 —®n(q,t)) representa el factor d’escala pertorbat, que té
un paper vital en la comprensi6 de la dinamica de I'univers.

Ara expressem la primera equaci6 de Friedmann en un univers FLRW pla
espacialment i utilitzant el temps conforme dt = a dn, com el lligam segiient:

8mGa*

H(a%) —Ha?) = 3

Po,

on usem la derivada respecte al temps conforme i H = a’/a és el parametre
de Hubble conforme.
D’altra banda, escrivint p = pg + 6p, p = po + 6p, I'’equacid classica de
Poisson ve donada per
Ax®N = 4TrG5p,

que, utilitzant les coordenades comobils, té la forma

8mGa*
3

1
—§Aq(—2a2<1>N) = Sp.

Per reconciliar ambdues equacions, i considerant la linealitat, s’assumeix
que la primera equaci6 de Friedmann pertorbada és

1

.7‘[(3;7(611%1) - Ha%) 3

2 _
Agay =



112 Jaume de Haro

A continuacio, ens ocupem de la segona equacié de Friedmann no pertorba-
da, és a dir, la dinamica, que es pot escriure com a

4
(@®)" - 2H%a? = %To, ©6)
on Ty = po — 3po és la traca no pertorbada del tensor d’energia-impuls T =
(p + p)u®u— pg, essent u la forma dual de la velocitat del fluid que omple
I'univers, i ® el producte de Kronecker.
En I'esperit de les primeres teories escalars de la gravetat [1, 2, 27, 28], la
generalitzacio natural de ’equacio6 classica de Poisson és

05PN — %quaN = —?5"[, (7)
on podem veure que, en aquest marc, el potencial newtonia &y és com una ona
sonora que viatja amb velocitat 1/+/3, impulsada per la pertorbacié de la
font 6T.

Una vegada tenim aquest, les equacions (6) i (7), 'equaci6é dinamica més
senzilla que les conté és

1 8mGa*
Per tant, en aquest enfocament, les equacions de Friedmann pertorbades

son

1 8mGa*

H (0p(ag) — Had) - gaqaﬁ == P (8)
1 8mGa*

Oraag — gaqaﬁ -2H?%a% = ;T 9)

Es important destacar que aquestes equacions corresponen a les equacions
linealitzades de la relativitat general. Concretament, les equacions pertorbades
de la RG s6n ([26])

Aq®N — 3H (3,®N + HOy) = 4TGa’dp,
Oro®N + 3H Op®n + RH' + H?) oy = 4Ga’Sp,

les quals, després de combinar-se, condueixen, en I’aproximacio lineal, a les
equacions de Friedmann pertorbades (8) i (9).

Per trobar una forma més familiar de les equacions de Friedmann per-
torbades, és important reconeéixer que, en aquest enfocament, igual que en
I'espaitemps de FLRW, emergeix un sistema de referencia privilegiat: el sistema
de referéncia comobil, que es desplaca amb el fluid que omple I'univers. De
fet, com que estem tractant amb un problema d’evolucid, procedim com en el
formalisme d’Arnowitt-Deser-Misner (ADM) [3], en que la varietat de Lorentz té
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una foliaci6 privilegiada per a superficies espacials X, i adoptem coordenades
comobils. En aquest marc, definim per o; el vector normal de tipus temps, la

taxa d’expansio de Hubble escalar en «temps cosmic» Hy = a;% i el vector

tridimensional de Hubble Hy = ivan. Llavors, utilitzant aquestes defini-
cions, les equacions de Friedmann pertorbades adquireixen la forma habitual
de I'espaitemps homogeni

2 8G
H3 - —=5Vq-Hy= —— 1
N 3“12\] q " HON 3 p, (10)
ddan 1 4G
— Vg -Hy=-—— 11
an +3a12\1 q - Hn 3 (p +3p), (11)

amb la peculiaritat que ens apareix la divergéncia del vector de Hubble.
També considerem el vector gradient quadridimensional d’'una funci6 f,
definit en geometria diferencial com a gradg f = g*Y9,fd,. Llavors, en la

meétrica (5), tenim
1 1
— gradgan = HNOy — — Hn.
an ay
De la mateilxa manera, la divergéncia quadridimensional d'un quadrivector
és divgw = ﬁau(j'/—gw“). Llavors, ll’equacio d.inamjca de Fried.mann s"e.X-
pressa com la relacio entre la geometria de la varietat de Lorentz i la matéria
que omple I'univers
divgHgn = 4G (p — p), (12)

on hem introduit el quadrivector de Hubble Hyn = aiN gradg an.

Les altres equacions dinamiques provenen de la conservacié del tensor
d’energia-impuls, és a dir, de divg T = 0, que, en I'aproximacio lineal, condueix
a

op+ (p+p)3HN+ Vq-V] =0, (13)
d(ag(p +p)V) + (p + p)[3Hnagv —Hx] + Vgp =0,
onv = % és la velocitat espacial.

En conclusio, les equacions dinamiques que governen I’evolucioé de I'univers
prenen una forma geometrica forca senzilla

divg Hgn = 41TG(p — p), divgT = 0.
Per acabar la seccid, farem quatre observacions rellevants:

1. Podem escriure la primera equacié de Friedmann en una forma més
geometrica si es considera la curvatura intrinseca, diem-n’hi R, de la
varietat de Lorentz. Com que al primer ordre de pertorbacions tenim

4 R .
R = qu - Hy 1 HY = g(Hgn, Hgn), podem escriure

1 8G
g(Hg,N,Hg,N) - ER = Tp
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2. La combinaci6é de les dues equacions de Friedmann (10) i (11) junta-
ment amb l'equaci6é de conservacio (13) condueix a la restriccio

Aqdran = 4mGag (p + p)Vq - Vv, (14)

i, combinant les dues equacions de Friedmann, obtenim

atHN+ai2vq-HN= —41tG(p + p), (15)
N
i també

20¢Hy + 3H§ = —87Gp.

3. Multiplicant (15) per Hy, combinant amb I’equacié de conservaci6 i la
restriccio (14), s’obté la primera equaci6 de Friedmann.

4. Definint les coordenades espacials fisiques com a Xy = anq, prenent la
derivada respecte al temps propi s i utilitzant que o; = %Nat, s’obté

axy (dt
— = (—0ta +V-V6l) + anv,
ds ds CtaN N|qd N
2
i, tenint en compte que % =1= (%)2(%)2 — ag|v|?, s’arriba a

dax
X (v aRIVEH v ) 0+ ay.

que, en 'aproximacio lineal, condueix a la llei de Hubble-Lemaitre pertor-
bada
@ = HnXN + anv.
ds
Aixi, hem aconseguit reobtenir, de manera heuristica, les equacions que
descriuen 'evolucio de les inhomogeneitats de I'univers, les quals ens permeten
comprendre amb més profunditat la formacié d’estructures complexes com
les galaxies i els cimuls de galaxies. A més a més, aquestes equacions també
ofereixen la possibilitat de confrontar els resultats teorics amb les observacions
actuals, cosa que facilita una validaci6 empirica del model cosmologic. En
particular, ens permeten veure com el model actual de la inflacié explica
adequadament la fase més primitiva de 1'univers, i contribuir aixi a la nostra
comprensié del seu origen i de la seva evoluci6. Aquestes connexions entre
teoria i dades observacionals son fonamentals per consolidar les nostres idees
sobre 'univers i les seves caracteristiques a gran escala.

5 Les equacions de conservacio i d’Euler relativistes

Un cop obtingudes les equacions de Friedmann pertorbades, podem trobar
les equacions d’evolucié per a la densitat d’energia i la velocitat de les per-
torbacions, a partir de 1'equacié de conservaci6 divg T = 0. No obstant aixo,
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volem trobar-les a partir del primer principi de la termodinamica i de 'equacio
classica d’Euler dels fluids.

Primer de tot, volem obtenir I'’equaci6 de conservacio6 de la relativitat general.
Per fer-ho, necessitem el resultat segiient: Sigui @jy: R3 — R3 el flux d'un

fluid perfecte, amb gj; sent la transformaci6 identitat. Definim la velocitat

tridimensional en temps conforme u(@y,(q),n) = d(il”,;q). Aleshores, arribem

al resultat fonamental (trobareu més detalls en el molt recomanable llibre del
professor Girbau [12])

d -

[dj fla,ndaqi da d%} = J Onf + Vq- (f0)y=da1 dq> dqs.
n q)n(v) n=n \%

Ara, considerem un volum comobil infinitesimal 6V, on suposarem que, dins

d’aquest element de volum, la pressi6 és la mateixa en tots els punts. Aleshores,
aplicant aquest resultat a la primera llei de la termodinamica, obtenim ([14])

d d
[J p(q,n)dv} = —p(a,n) [J 1dv} ,
dn Jo,sv) ] dn Je,ev) e

n=n

on 'element de volum espacial és dV = af{I dqi dqp dqs. Aquesta formulaci6
integral és equivalent a I'’equaci6 diferencial

Dpp + (p + p)[3HN + Vq-0] =0,

on hem utilitzat la derivada total D,p = g—g + 1 - Vgp 1 hem introduit la taxa

d’expansi6 de Hubble Hy = a?l% en temps conforme.
Mantenint només els termes lineals, s’obté

0n0p +3H (6p + 0p) + (po + Po)[Vq -0 — 30,®x] = 0,

el qual coincideix, fins al primer ordre, amb les equacions de la relativitat gene-
ral, i a 'ordre zero s’obté obviament I’equaci6é de conservaci6 en I’espaitemps
de FLRW pla, és a dir, pg = —3H(pg + po).

Finalment, necessitem I’equacié d’evoluci6 de la velocitat . En primer lloc,
recordem que per a un fluid de pols, és a dir, amb |p| < p, prenent I'’element de
linia ds? = dt? — dq? en I'espaitemps de Minkowski, I'equacié d’Euler classica
es pot escriure com a

ij ovdv =J T(n) dS—J oVqdndV,
at Jo.v) =i Jov v

on ¢ és la densitat de massa, T: R3 — R3 és el tensor d’esforc, v = %, ds és
I’element d’area, i n és la normal exterior a la frontera. Tenint en compte que
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per a un fluid perfecte es té que T(n) = —pn, i, a partir del teorema de la
divergencia de Gauss, I'’equacié d’Euler es pot escriure com a

1t J
£ VAV | =—| (Vqp + 0Vqdn) dV, (16)
{dt gy 2 ]H y VAP T eVa®N

la forma diferencial de la qual és
0t(eV) + Vq - (0V)V+ oV - VgV + Vgp + 0VqPn = 0, (17)

0 be )

on hem utilitzat la primera llei de la termodinamica per a un fluid de pols, és a
dir, 'equacio de continuitat d;0 + Vq - (¢Vv) = 0.

Cal assenyalar que I’equaci6 (17) és incompatible amb la relativitat especial.
Per aquest motiu, la compararem amb la llei de conservacié del tensor energia-
impuls, divg T = 0, en I'espaitemps de FLRW pla.

Hem de tenir en compte que, usant coordenades, ’equacié de conservaci6
s’escriu V, T = 0, on amb V, es denota la derivada covariant. Apliquem la
formula (86.11) de [21]

1 1
VuT\l/J = ﬁau(\/—gﬂ‘) - Eav(gucx)T“lx,
a la meétrica de FLRW ds? = a?(dn? — dq?), on
dn dq) 1 1
H=- | = === —— ~ —
u (ds, s Al |ﬁ|2(1’u) = a(l,u).

Atés que suposem que la velocitat del fluid és molt menor que la velocitat
de la llum, aleshores, VHT,f = 0, que és equivalent a ay(a“T,f ) = 0, perque, pel
fet d’estar en un espaitemps homogeni, dxgy,v = O condueix a

O((p+p)0) +4H (p+p)a+ Vg - ((p+p)R)a+ (p+p)a- Vqi+ Vgp = 0.

Per tant, I'equaci6 classica d’Euler (16) en un univers en expansié és com-
patible amb la relativitat especial i 'expansi6é de I'univers quan substituim
la densitat de massa ¢ per la funci6 de calor per unitat de volum (p + p) i v
per au.

Aixi, tenint en compte aquesta substitucid, quan s’inclou la gravetat, la
forma integral de I'’equaci6 d’Euler es converteix en ([14])

d J _ p+p
an(p + p)adVv =—J (V —7Va)dv,
[aNdr] @q(V) NP ],7:,7 1% ab an ° N
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amb dV = a?\] dqi dqp dqs (’element de volum tridimensional) i on hem fet
la substitucio Vq&n — —a—lNanN. I, en forma diferencial, '’equacié d’Euler
relativista esdevé

1 g bt -
;Nan[aﬁl(l? +p)al +u- Vq[ail(p + p)al+
. +
+ay [(p +p)(Vq-w)u+ Vgp — %van] =0,

que, utilitzant la derivada total i desconsiderant alguns termes de segon ordre,
es pot escriure com a

1
Dy((p+p)0) + (p +p) [(4,’7—[1\1 + Vg -wu - ;quaN] + Vqp = 0.

Finalment, tinguem en compte que, al primer ordre de pertorbacions, '’equa-
cio esdevé

On((po + po)) +4H (po + po)u + (po + Po)Vg®Pn + Vgbp =0,

que coincideix amb la linearitzacié de I’equacié de conservaci6é del tensor
energia-impuls, divg T = 0.

6 La metrica de Schwarzschild a partir de la mecanica
newtoniana

Una altra aplicacié d’aquesta analogia entre la mecanica newtoniana i la re-
lativitat general és 1'obtencid, sense necessitat de resoldre les equacions de
camp de la RG, de la famosa meétrica de Schwarzschild, una de les primeres
solucions de les equacions d’Einstein, que descriu la métrica produida per una
particula puntual de massa M situada a l’origen de coordenades.! En la seva
forma més coneguda, la metrica de Schwarzschild és la que van obtenir de
manera independent els matematics David Hilbert i Johannes Droste [18, 6]:

ds? = (1 +2&n(r)) dt? — (1 + 2d5(r)) "L dr? — r2dQ, (18)

on dQ = d60? + sin® 0 dp?, r representa la distancia euclidiana, i &x(r) =

- % és el potencial newtonia creat per una particula puntual de massa M.

Notem que aquesta metrica és singular a 'anomenat radi de Schwarzschild
¥ = 2MG, i, a més a més, no és estatica per a r < 2MG (el vector 0, es tor-
na temporal), tot i que el fisic Karl Schwarzschild va obtenir una familia de
solucions que depenien d’'un parametre, i va triar intencionadament aquest

1 Recordem la famosa frase atribuida a John Archibald Wheeler: «La matéria li diu a I’espaitemps
com s’ha de corbar, i ’espaitemps li diu a les particules de prova com s’han de moure», que,
d’alguna manera, podriem dir que és la realitzacid, a segon ordre (un ordre més de la mecanica
newtoniana), del pensament d’Ernst Mach sobre la inércia.
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parametre de manera que la métrica només fos singular a ’origen de coordena-
des, on estava situada la particula ([30]). Det fet, la solucié que ell va trobar va
ser

4 -1
2 _ X 2 r X 2
ds” = <1 T3+ 0)1/3> O S ETE (1 Rt 0)1/3) dr+

+(r*+0)?3dQ,

(19)

amb o« = 2MG i on o era un parametre lliure, que, per traslladar la singu-
laritat a 'origen (mireu el coeficient que multiplica a dt? en 'equacio (19)),
Schwarzschild va triar igual a ¢ = «3. Noteu que, si triem ¢ = 0, obtenim la
soluci6 trobada per Hilbert i Droste.

De fet, Schwarzschild, usant coordenades esfériques, escriu la meétrica,
estacionaria amb simetria esférica, més general possible com a

ds? =F(r)dt®> - H(r) dr® — G(r) dQ,

i, resolent les equacions d’Einstein al buit, troba els valors de F, H i R en la
forma que es veu a (19).

La diferencia amb els treballs de Hilbert i Droste és que, degut a la covarian-
cia de les equacions del camp gravitatori, van triar la nova variable »* = /G (r),
amb la qual cosa la meétrica queda de la forma

ds® =W*)dt? - Z(or*) dr** —v*° dQ

en les noves coordenades. I, com va escriure Hilbert en el seu article [18]: «estem
igualment justificats a interpretar ¥*, 0 i @ com a coordenades esfériques».
Desafortunadament, Schwarzschild mori 'any 1916, durant la Primera
Guerra Mundial, en contraure pémfig mentre era soldat (va ser en el front de
guerra on va obtenir la seva solucio), i mai no va coneéixer la soluci6é obtinguda
per Hilbert i Droste. De totes maneres, veurem que la mecanica newtoniana ens
condueix a la versio de Hilbert i Droste. A més a més, en mecanica newtoniana,

la velocitat d’escapament ve donada per v, = w/%, la qual cosa implica que la
Ilum, amb velocitat igual a 1 en unitats naturals, no pot escapar de 'interior del
radi de Schwarzschild. Aix0, en relativitat, només es compleix si es tria o = 0.

Cal destacar que, basant-se en la versié de Hilbert i Droste, 'any 1939 Op-
penheimer i Snyder van publicar el seu treball sobre el collapse gravitatori, en
el qual van considerar un model simplificat, especificament una estrella sense
rotacio, sense pressio i amb simetria esferica [29]. En aquest treball, els autors
van establir la relacio entre les coordenades d’un observador estatic i les d’'un
observador que es mou conjuntament amb la matéria. El fet crucial d’aquest
treball és que, per a un observador extern, el temps que triga la superficie de
I'estrella a entrar dins del radi de Schwarzschild és infinit, en contrast amb
el temps experimentat per un observador que es mou conjuntament amb la
materia. Aquest fenomen es va entendre inicialment com la formacié d’'un
«estel congelat» (cada vegada alentia més la seva contraccié i mai no arriba-
va a entrar dins del radi de Schwarzschild) fins a mitjans dels anys seixanta.
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Posteriorment va ser rebatejat com la formaci6 d'un «forat negre», primer per
J. A. Wheeler, pero des d'una perspectiva diferent: la d’'un observador que es
mou conjuntament amb la mateéria que es contreu. Des d’aquest punt de vista,
un forat negre es forma en un temps finit, cosa que ha donat lloc a una amplia
literatura dedicada a explorar-ne I’estructura.

Arribats a aquest punt, un es podria preguntar: que és el que observen
els astronoms, estels congelats o forats negres? De fet, els astronoms no
tenen accés directe a les observacions des del punt de vista d'un observador
comobil. El que realment detecten son fenomens associats a un camp gravitatori
extrem, com ara la radiaci6 emesa per materia que orbita a prop del radi de
Schwarzschild. Aixi, és temptador dir que el que s’observa soén els efectes de la
formaci6é d'un forat negre, tal com es percep des d'una perspectiva externa.
Un aspecte clau en aquesta discussio és la formacio del que es coneix com a
horitzo d’esdeveniments. Tanmateix, una analisi detallada d’aquest fenomen
implicaria endinsar-nos en consideracions de diversa indole que ens allunyarien
de I'objectiu principal d’aquesta seccio.

Fet aquest breu resum historic, vegem com obtenir la metrica (18) utilitzant
nomeés conceptes newtonians i una mica de relativitat especial, i, per tant, sense
haver de resoldre les complicades equacions de la RG d’Einstein. Comencem
per la forca d’inércia introduida per Newton als seus Principia, és a dir, aquella
resisténcia que tenen els cossos a romandre en repos o en moviment rectilini
respecte d'un suposat «espai absolut». Aquesta s’expressa com a F; = —m;ac,
on m; és la massa inercial del cos i a. la seva acceleracié.

D’altra banda, la forca d’atracci6 de la Terra sobre un cos és F; = —gmy,
on my ¢és la massa gravitatoria del cos. Arribats a aquest punt, cal destacar
que tots els experiments, des de Galileu fins a I'actualitat, ens indiquen que el
valor numeric de la massa inercial i la massa gravitatoria és el mateix. Aquesta
igualtat es coneix com a principi d’equivaléncia feble, el qual podem expressar
a través de la segona llei de Newton com a, = —g o, equivalentment, com a

Fi+F;=0 amb m;=my, (20)

que ens diu que la suma de forces —aqui no comptem amb la friccio— que
actuen sobre una particula en caiguda lliure és zero; la for¢a d’inércia compensa
la gravetat. Dit «a 'estil d’Einstein», una persona en caiguda lliure, i qualsevol
objecte que caigui amb ell, no senten el seu pes. Aquest fet, que ens sembla tan
natural, és el que va guiar Einstein en la formulaci6 de la seva teoria relativista
de la gravetat, i al qual ell mateix va referir-se com «la idea més felic de la meva
vidar.

Seguint aquesta idea, considerem la caiguda lliure, en direcci6 radial, d'un
objecte puntual dins un camp amb simetria radial ®5(7), on ¥ torna a ser la
distancia euclidiana a I’origen. Llavors, la llei (20) s’escriu com a

ac = —0ydy,

on a. és l'acceleracio de 'objecte en caiguda lliure. Ara bé, com calculem
I'acceleraci6 a.?



120 Jaume de Haro

Recordem que la relativitat especial ja ens ensenya que el temps no és
absolut. Per tant, en quin sistema de referencia hem d’aplicar la segona llei de
Newton? Per fer-nos-en una idea, tornem a Einstein: I’'objecte no sent el seu pes,
és a dir, les forces que actuen sobre ell, la gravetat i la inercial, s’anullen.

Pero quina ha de ser la forca d’inercia que sent I'objecte i que compensa la
gravetat? Semblaria que la més natural ha de ser aquella que es calcula a partir
del temps propi de I'objecte F; = —m%, ja que és I'objecte el que la sent, i, per
tant, I'acceleracio que hem d’agafar en la segona llei de Newton és 1’acceleracio
propia, I'obtinguda en el sistema de referéncia de ’'objecte en caiguda lliure.
Una vegada feta aquesta hipotesi, la segona llei de Newton s’escriu com a

d’r

ds?

El pas segiient és ara trobar la meétrica, les geodésiques radials de la qual
(recordem que l'objecte es mou lliurement, ja que no actua cap forca sobre

ell) ens donen la llei de Newton (21). Per simetria, la busquem, en coordenades
esfériques, de la forma

ds® = A(r)dt? = B(r)dr? —r?dQ,

= —0,dn. (21)

i, en fer la variacié de I'accio relativista S = [ ds respecte de 7, s’obté I'equacio
de la geodesica radial

d2r 1 .

——— - =0,A=0 amblacondici6 A(r)B(r) =1,

ds?z 2
i, imposant que la metrica sigui la de Minkowski a I'infinit, ja que el potencial
gravitatori s’anulla a l'infinit, juntament amb el fet que es compleixi la segona
llei de Newton (21), obtenim

Ar)=1+2081r) i B(r) = (1 +2d5(r))" L.

Veiem, doncs, que, a partir de la mecanica newtoniana i imposant que la
forca d’inércia ve donada per I'acceleraci6 propia del cos, es troba la versio de
Hilbert i Droste de la metrica de Schwarzschild, en que les coordenades que
s'utilitzen s’han d’interpretar, segons ens acaba de dir la mecanica newtoniana,
com a esferiques, tal com ja va suggerir Hilbert. Observem, doncs, que és la
fisica la que ens proporciona la interpretacié adequada de les coordenades.
Dit d’una altra manera: les coordenades no tenen un significat independent,
desvinculat de la solucio de la metrica. Cada una de les multiples solucions
de la metrica porta associada la seva propia interpretacio6 fisica de les seves
coordenades locals, com ens illustra i ens ajuda a comprendre I'exemple de la
metrica de Schwarzschild (vegi’'s la discussio que es fa a [19]).

6.1 Sobre la precessio del periheli de Mercuri

La llei de la gravitacio universal de Newton havia estat una eina extraordina-
riament precisa per descriure el moviment dels planetes durant més de dos
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segles. No obstant aix0, a finals del segle X1X, els astronoms van identificar una
discrepancia persistent en el moviment del periheli (el punt de maxima proxi-
mitat al Sol) de I’orbita de Mercuri, que no podia ser explicada completament
amb la teoria de Newton.

Segons els calculs basats en la mecanica newtoniana, el periheli de Mercuri
havia de precessionar en part a causa de les interaccions gravitacionals amb
els altres planetes del sistema solar. Tot i aix0, les observacions mostraven un
excés d’aproximadament 43 segons d’arc per segle que no es podia justificar
amb les lleis conegudes.

Durant decades es van proposar diverses hipotesis per explicar aquesta dis-
crepancia, incloent-hi ’existéncia d'un nou planeta (anomenat hipotéticament
Vulca) o correccions a la llei de Newton. Cap d’aquestes teories, pero, no es va
demostrar que fos concloent.

Afortunadament, poc després de trobar les seves equacions, i usant per-
torbacions de segon ordre de les seves equacions, Einstein va trobar que el
terme addicional associat a la curvatura de I’espaitemps explicava exactament
els 43 segons d’arc per segle observats experimentalment. Aixo va ser un exit
espectacular, que va convéncer Einstein que la seva teoria era correcta (anys
abans del tan famoés eclipsi), i va marcar una fita en la historia de la ciéncia.
De fet, aquest calcul basat en aproximacions de segon ordre de les equacions
de la RG, i que aportava noves correccions a la mecanica newtoniana, va ser
el que va motivar Schwarzschild a buscar una soluci6 exacta de les equacions
gravitatories de la RG, la qual permetia descriure correctament el moviment
d'un planeta al voltant del Sol.

Aqui només farem una breu menci6é de com es pot trobar la precessié del
periheli de Mercuri a través de la calibracid6 newtoniana. Comencem amb les
anomenades coordenades harmoniques ([32])

X1 =Rsinfcos@, X» =Rsinfsing,
X3 = Rcos0, t=t,

on R = v — MG. En aquestes coordenades, la metrica de Schwarzschild esdevé

1—MG/R> < MG) <1+MG/R)M2G2
2 _ 2 > ) 2
ds _<1+MG/R ar—\1+ 3 ) X =T ygr) ¢ X 9%

la qual, en 'aproximacié MG < R, i retenint només termes lineals en MG/R,

s’escriu com a
o (1 _2MGY Lo ( 2MG> 2
ds? = (1 R ) dt 1+ R 17,4
— ds? = (1 ZAfG) dt? — ( AfG)dr r2dQ,

que és la calibraci6 newtoniana per a una particula puntual, i que també dona
la mateixa precessio del periheli de Mercuri que la métrica de Schwarzschild, ja
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que ambdues metriques, en I'aproximacié MG /v < 1, donen lloc a la mateixa
equacio clau ([32, 24])

dp 2 1+2MGu+us+ +u-)
du (u—us)(u- —u)
on hem introduit la notacié u = 1/r, uy = 1/r, iu_ = 1/r_, essent r_ la

distancia del periheli i 7, la de I’afeli. La integraci6 de I’equacio (22) permet
calcular la precessio del periheli de Mercuri. (Podeu trobar tots els calculs
detallats en el llibre de Weinberg [32].)

El mateix ocorre si fem servir les anomenades coordenades isotropiques, en
les quals la metrica de Schwarzschild s’expressa de la manera segiient:

2

1 - MG 4

d52=( Aig) dt2—<1+1\24—_c) (dr® + 72 dQ),
1+ % r

amb v =7 (1 + %)2, i, per tant, per MG /7 < 1, tornem a obtenir la relaci6 v =
r — MG, ara entre coordenades esféeriques i isotropiques.

Per concloure, convé destacar una observaci6 rellevant: Si considerem la
primera equaci6 de Friedmann (10) al buit i busquem solucions estacionaries
amb simetria esférica, obtindrem

2
Vg Hy=0= 0, (ZNaan> -0,

on q = |q| és el modul de q. La soluci6 d’aquesta equacio, que, alineant-se amb
la meétrica de Minkowski, a I'infinit val 1, és: an = e€/4. Per a valors grans de q,
tindrem ay = 1 + %, i, per tant, si volem obtenir la meétrica creada per una
particula puntual de massa M, hem de triar C = MG.

Finalment, per trobar la relacié6 amb les coordenades esfériques que aparei-
xen en la metrica de Hilbert i Droste, és a dir, entre g i la distancia euclidiana 7,
si comparem la part angular —la que multiplica a dQQ— per g = MG, s’obté:

T:quG/qﬁqET—MG

per MG/q < 1. Aixi doncs, per a valors grans de 7, la relacié és la mateixa
que hi ha entre les coordenades esfériques i harmoniques o isotropiques, i, per
tant, amb la meétrica que s’obté a partir de la primera equacié de Friedmann,
també es troba la precessio del periheli de Mercuri.

Efectivament, considerem un moviment en el pla 0 = 1r/2, llavors la meétrica
de Hilbert-Droste s’escriu com a

ds? = ay?(r) dt® — ad(r) dr® —r? d?,

2 __ 1 i - _
on ay(v) = {isgyy- D'altra banda, 'accio relativista es pot escriure com

aS=[ds= Z—ji ds, i, per tant, el lagrangia és

L=almit?—ad(r)?? —r’@p?, amb L=1.
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Com que el lagrangia no depén ni de t ni de ¢, tenim dues quantitats que

es conserven
al’(t=\2E+1 i r?¢p =1,

amb la qual cosa la condicié £ = 1 ens porta a

72 =2E - 2dN(r) — (1 + ZCDN(T))%. (23)

Si ara considerem la métrica conformestatica
ds® = ay?(q) dt® — af(q) dq®, amb af(q) = e*M¢/1 =1 - 2dy(q),

obtindrem

q2=2E+1—aI§2(q)—aN —

i, usant la relacié ¥2 = aq?, s’arriba, en 'aproximacio MG/q < 1, a (23).

7 Algunes reflexions sobre el significat fisic de les
singularitats matematiques que emergeixen en cosmologia

El big-bang, tot i ser una singularitat matematica de les equacions d’Einstein
(només cal resoldre les equacions homogénies de Friedmann amb una equaci6
d’estat lineal: p9 = wpo on w > —1), sovint s’ha representat de manera
inexacta com una explosio literal al comencament de I'univers. Per exemple, en
el reconegut programa televisiu Cosmos, emeés als anys vuitanta i presentat per
I'astronom Carl Sagan, I'inici de I'univers es presentava sovint com una colossal
explosi6. Tanmateix, aquesta representacié manca de fonament cientific quan
s’examina des de la perspectiva de la relativitat general. Recordem que el mateix
Albert Einstein va remarcar que, per a densitats d’energia elevades, les seves
equacions perden el seu significat [7]. En les seves paraules:

Els dubtes teorics es basen en el fet que, en el moment inicial de I’expansié, la
metrica esdevé singular i la densitat d’energia, p, es torna infinita. En aquest
sentit, cal tenir en compte el segiient: la teoria actual de la relativitat es basa en
una divisio de la realitat fisica en un camp metric (gravetat), d’'una banda, i en un
camp electromagnétic i materia, de I'altra. En realitat, I’espai probablement
tindra un caracter uniforme, i la teoria actual només sera valida com un cas
limit. Per a densitats elevades del camp i de la matéria, les equacions de camp,
i fins i tot les variables de camp que hi intervenen, no tindran cap significat real.
Per tant, no es pot assumir la validesa de les equacions per a densitats molt
altes de camp i matéria, ni concloure que el comencament de I’expansié implica
necessariament una singularitat en el sentit matematic. El que cal entendre
és que les equacions no es poden continuar en aquestes regions. Aquesta
consideracid, pero, no altera el fet que el principi del mén constitueix realment
un inici des del punt de vista del desenvolupament dels estels i sistemes d’estels
actuals, moment en qué aquests estels i sistemes encara no existien com a
entitats individuals.
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Per tant, el que aquesta singularitat matematica indica és que, per a un
temps cosmic molt proper a t = 0, on hem traslladat la singularitat a I'ins-
tant t = 0, les equacions de la relativitat general no sén valides per descriure
classicament I'univers. En aquest sentit, s’assumeix generalment que la relativi-
tat general descriu I'univers només per a escales d’energia o temperatura per
sota de la de Planck. Aquesta idea ’expressa clarament Alan Guth, 'inventor
del paradigma inflacionari, a [13] quan va escriure:

El model estandard presenta una singularitat que convencionalment es considera
en el temps t = 0. Quan t — 0, la temperatura de I'univers tendeix a I'infinit.
Aix0 implica que no es pot definir un problema de valors inicials en t = 0. No
obstant aix0, quan la temperatura de 'univers és de I'ordre de la massa de
Planck (mp ~ 1.22 X 101 GeV) o superior, les equacions del model estandard
son indubtablement inoperants, ja que s’espera que els efectes gravitacionals
quantics esdevinguin essencials.

Per tant, dins dels limits del nostre coneixement, és raonable iniciar I’escenari
del big-bang calent a una temperatura que sigui comodament inferior a la
massa de Planck. En aquest moment, es pot prendre la descripcié de l'univers
com un conjunt de condicions inicials, i les equacions de moviment descriuen
llavors I’evolucié posterior. Per descomptat, I’equacié d’estat de la matéria
a aquestes temperatures no es coneix realment, perd es poden fer diverses
hipotesis i explorar-ne les conseqliéncies.

Ampliant aquesta concepcié profundament arrelada d'una creacié de I'uni-
vers —possiblement heretada, almenys a Occident, d'una tradici6 paulina—, la
representacié del big-bang com una explosio dramatica prové més del desig
de transmetre una narrativa captivadora que d’una representacio precisa dels
principis que regeixen la natura. De fet, el terme big-bang va ser encunyat
inicialment durant una emissié de radio de la BBC I'any 1949 com una etiqueta
una mica despectiva per 'astronom Fred Hoyle, que preferia el seu model
d’estat estacionari davant de 'univers en evolucié proposat pel fisic teoric
i sacerdot belga Georges Lemaitre. Lemaitre va suggerir que 1'univers es va
expandir des d'un atom primigeni [22]. De fet, com Dirac va explicar a [5], la
proposta de Lemaitre era que l'univers es va originar a partir d'un tinic atom
superradioactiu amb una massa extremadament gran, que es va desintegrar
de manera molt abrupta, i es va trencar en fragments, i aquests fragments en
peces encara més petites. En paraules del mateix Lemaitre:

Necessitem una teoria de I’evolucié en forma de focs artificials. Els darrers
dos mil milions d’anys son una evolucio6 lenta: sén cendres i fum d’uns focs
artificials brillants i molt rapids.

Es important destacar que, en aquesta frase, 1'as figuratiu del terme focs
artificials ha generat malentesos persistents, perpetuats fins avui per narratives
populars que presenten I'inici de I'univers com una explosié de materia localit-
zada en I’espai exterior. Tanmateix, d'una manera més aclaridora, Lemaitre va
escriure a [23]:
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Si el mén ha comencat amb un sol quantum, les nocions d’espai i temps no
tindrien cap sentit al principi i només comencarien a adquirir algun significat
quan el quantum original s’hagués dividit en un nombre suficient de quantums.
Si aquesta proposta és correcta, I’inici del mén va succeir una mica abans de
I'inici de I’espai i el temps. Un inici del mén d’aquest tipus esta prou allunyat
de I'ordre actual de la natura, i no és en absolut repugnant.

Es evident que la comprensi6 actual del big-bang ha evolucionat significati-
vament, especialment amb la introduccié del paradigma inflacionari [13]. La
majoria dels cosmolegs accepten avui que una descripci6 classica de I'univers
només és factible a les escales de la gran teoria unificada (GTU), moment en
queé una expansio accelerada és impulsada per un camp escalar conegut com
a inflato. Després de la inflacio, I'univers experimenta un procés de reescal-
fament, ja sigui a través de I’energia alliberada per l'inflat6 o mitjancant la
producci6é gravitacional (aqui entra la mecanica quantica, no pas en la seva
totalitat quantitzant la gravetat, pero si, de manera semiclassica, introduint
un camp quantic interaccionant amb la gravetat, la qual li cedeix part de la
seva energia per produir particules supermassives que finalment decauran en
les del model estandard [15]) de particules, per tal d’alinear-se amb l'univers
calent de Friedmann.

De fet, no tenim cap experiment a escales properes a la de Planck, en
qué probablement els efectes quantics tinguin una importancia fonamental,
0 potser a aquestes escales 'accié d’Einstein-Hilbert presenta no-linealitats
en I'escalar de Ricci, i, per tant, les equacions d’Einstein presentaran fortes
correccions o simplement s’hauran de canviar en aquesta escala. Tot aixo sén
especulacions i van més enlla de la fisica que coneixem, i és clar que podem
fer teories a aquesta escala, com per exemple la teoria quantica de llacos, la
de supercordes i tantes més, i obtenir resultats sorprenents, pero aixo va més
enlla del que entenem per fisica, i, de fet, es podria qualificar com una mena
de metafisica que fa s d’'un immens aparell matematic. Sovint, aquest aparell
resulta tan complex que la rica i intricada estructura de les matematiques,
amb totes les seves multiples ramificacions, dificulta, especialment en aquestes
teories alternatives que aspiren a transcendir els limits de la relativitat general,
I'obtencié d'una visi6 clara i nitida de la realitat fisica. Aquesta perspectiva esta
ampliament desenvolupada al llibre [8].

Aixi, adoptant una actitud positivista, sempre es pot argumentar que no cal
preocupar-se per les singularitats matematiques que apareixen en fisica, car
la mateixa fisica les resoldra. Un exemple clar el trobem en I’electrodinamica
quantica, en que els treballs de Feymann, Schwinger i Tomonaga, guardonats
amb el Premi Nobel I'any 1965, van demostrar com eliminar els infinits: primer
regularitzant la teoria i després renormalitzant-la, la qual cosa permet obtenir
resultats finits i d’acord amb les observacions experimentals.

Aquest precedent ens convida a pensar que les singularitats matematiques
que poden apareixer en altres ambits, com ara en la cosmologia, no son més que
indicadors de les limitacions de les teories actuals. Per exemple, les singularitats
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associades al big-bang o als forats negres reflecteixen el fet que la relativitat
general no és aplicable a escales extremes, on els efectes de la gravetat quantica
haurien de tenir un paper predominant. Aixi doncs, aquestes singularitats no
s’han d’interpretar com una fallida fonamental de la fisica, sin6 com un senyal
de la necessitat d’'una teoria més completa.

En altres paraules, les singularitats matematiques no son més que un simp-
toma de la inaplicabilitat de les teories fisiques actuals a certes escales o
condicions (vegi’s [9], per a una discussié més detallada). Aquestes situacions,
com les associades al big-bang o l'interior dels forats negres, plantegen des-
afiaments per als fisics teorics, ja que els experiments directes en aquestes
escales no sén accessibles. Tanmateix, la historia de la fisica ens mostra que les
limitacions d'una teoria sovint condueixen al naixement de nous paradigmes
cientifics, obrint la porta a una comprensié més profunda i objectiva de la
realitat.

8 Conclusions i una reflexio final

En aquest assaig, s’ha presentat una derivaci6 heuristica de les equacions de
Friedmann relativistes al primer ordre de pertorbacions, partint dels principis
fonamentals de la mecanica newtoniana. Aquest enfocament connecta la meca-
nica classica amb la cosmologia relativista, i ofereix una perspectiva intuitiva
sobre aquestes equacions fonamentals.

Un resultat especialment sorprenent d’aquesta formulaci6 és que el factor
d’escala, i en conseqiiencia el parametre de Hubble, no sén estrictament ho-
mogenis. Aquesta inhomogeneitat suggereix que les desviacions en els valors
mesurats de la taxa de Hubble poden sorgir en funci6 dels objectes cosmics
utilitzats com a referéncia per a aquestes mesures. Diferents tipus d’objec-
tes, com supernoves, galaxies o quasars, poden sondejar regions de I'univers
amb propietats locals diferents, cosa que condueix a discrepancies en la taxa
d’expansio6 inferida.

Aquest fet pot tenir implicacions significatives en 'anomenada tensio de
Hubble, el desacord observat entre el valor actual del parametre de Hubble
mesurat localment i el seu valor inferit del fons de microones cosmic. Les
inhomogeneitats predites per aquest marc podrien proporcionar una explicacié
parcial per a aquestes variacions, tot motivant una exploracié més profunda
del paper de les estructures cosmiques locals en la configuracié de la nostra
comprensio de I'expansio de 'univers.

D’altra banda, aquest enfocament permet alleugerar la bretxa entre la me-
canica classica i la relativitat general, vinculant els fonaments intuitius de la
fisica newtoniana amb els profunds coneixements de la cosmologia moder-
na mitjancant la senzilla relacié entre geometria i matéria representada en
I’equacio (12). Aquesta tasca no només enriqueix la nostra comprensio teorica
de I'evoluci6 dinamica de I'univers, siné que també ofereix una perspectiva
unificada sobre com les descripcions classiques i relativistes convergeixen en
I’estudi dels fenomens cosmologics.



Les equacions de Friedmann 127

Voldria acabar amb una reflexié que em sembla adient. A primer cop d’ull,
el lector podria estar temptat a pensar que en aquest assaig estic prioritzant la
mecanica newtoniana sobre la relativitat general. Ans al contrari, la meva guia
sempre han estat les equacions linealitzades de la relativitat, i només buscant
unes equacions que, en I'aproximacio lineal, coincidissin amb les d’Einstein
és com s’han pogut trobar les equacions de Friedmann pertorbades. Es aixi
com funcionen les ciéncies naturals: primer es busquen unes equacions que,
en una certa aproximacio, coincideixin amb les conegudes, i després, si cal, ja
es trobara un principi variacional que les justifiqui. Aquest va ser el punt de
vista d’Einstein per trobar les seves equacions per al camp gravitatori. Volia
aconseguir unes equacions tensorials, i, per tant, covariants per difeomorfismes
passius (canvis de coordenades), que, en primera aproximacio, s’alineessin
amb les de Newton i Poisson, i va ser només pocs dies —de fet, setmanes—
després de presentar-les a I’Académia Prussiana de Ciéncies, el novembre
de 1915, quan Hilbert les va reobtenir a partir d'un principi variacional, ja
coneixent-les préviament.

Agraiments

Aquest treball compta amb el suport de la subvenci6é espanyola PID2021-
123903NB-100 financada per MCIN/AEI/10.13039/501100011033 i per «FEDER
Una manera de hacer Europa».

Referencies

[1] ABRAHAM, M. «Zur Theorie der Gravitation». Physik. Zs., 13 (1912), 1-5.

[2] ABRAHAM, M. «Neuere Gravitationstheorien». Jahrbuch der Radioaktivitat
und Elektronik (1915), 470-520.

[3] ARNOWITT, R.; DESER, S.; MISNER, C. W. «Republication of: The dynamics
of general relativity». Gen. Relativity Gravitation, 40 (2008), 1997-2027.

[4] CALLAN, C.; DICKE, R. H.; PEEBLES, P. J. E. «Cosmology and Newtonian
Mechanics». Amer. J. Phys., 33 (2) (1965), 105-108.

[5] DIRAC, P. A. M. «The scientific work of Georges Lemaitre». Comment.
Pontificia Acad. Sci., 2 (11) (1968), 1-20.

[6] DROSTE, J. «The field of a single centre in Einstein’s theory of gravitation,
and the motion of a particle in that field». Nederl. Akad. Wetensch. Proc.,
19 (1917), 197-215.

[7] EINSTEIN, A. The Meaning of Relativity. 4a ed. Princeton: Princeton Univer-
sity Press, 1953.

[8] ELIZALDE, E. The True Story of Modern Cosmology: Origins, Protagonists
and Breakthroughs. Berlin: Springer, 2021.



128 Jaume de Haro

[9] ELIZALDE, E. «<Mathematical singularities in the farthest confines of the
Universe-and a frief report on its evolutionary history». Universe, 9, 33
(2023), 1-24.

[10] FRIEDMANN, A. «On the curvature of space». Z. Physik, 10 (1922), 377-386.

[11] FRIEDMANN, A. «Uber die Moglichkeit einer Welt mit konstanter negativer
Krimmung des Raumes». Z. Physik, 21 (1924), 326-332. [Traduit a: «<On
the possibility of a world with constant negative curvature of space». Gen.
Relativity Gravitation, 31 (12) (1999), 2001-2008]

[12] GIRBAU, J. Geometria Diferencial i Relativitat. Bellaterra: Manuals de la
Universitat Autonoma de Barcelona, 1993.

[13] GuTH, A. H. «Inflationary universe: a possible solution to the horizon and
flatness problems». Phys. Rev. D (3), 23 (2) (1981), 347-356.

[14] DE HARO, ]J. «Relations between Newtonian and Relativistic Cosmology».
Universe, 10, 263 (2024).

[15] DE HARO, J.; ARESTE SALO, L.; PAN, S. «Gravitational reheating formulas
and bounds in oscillating backgrounds». Phys. Rev. D, 110 (12) (2024),
123504.

[16] DE HARO, J.; ELIZALDE, E. «Topics in cosmology—Clearly explained by
means of simple examples». Universe, 8 (3), 166 (2022).

[17] DE HARO, J.; ELIZALDE, E.; PAN, S. «On the perturbed Friedmann equations
in Newtonian Gauge». Preprint (2024). [Disponible en linia a: https://
arxiv.org/abs/2412.15139]

[18] HILBERT, D. «Die Grundlagen der Physik. (Zweite Mitteilung)». Nachrich-
ten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Goéttingen, Mathematisch-
Physikalische Klasse, 1917 (1917), 53-76.

[19] JoHNS, O. D. «Validity of the Einstein hole argument». Stud. Hist. Philos.
Sci. B Stud. Hist. Philos. Modern Phys., 68 (2019), 62-70.

[20] KLIMCHITSKAYA, G. L.; MOSTEPANENKO, V. M. «Centenary of Alexander
Friedmann’s prediction of the universe expansion and the quantum vacu-
um». Physics, 4 (3) (2022), 981-994.

[21] LANDAU, L. D.; LIrsHITZ, E. M. The Classical Theory of Fields. 3a edici6
en anglés revisada. Oxford: Pergamon Press, 1971. (Course of Theoretical
Physics; 2)

[22] LEMAITRE, A. «Contributions to a British Association Discussion on the
Evolution of the Universe». Nature, 128 (1931), 704-706.

[23] LEMAITRE, G. «The beginning of the world from the point of view of
quantum theory». Nature, 127 (1) (1931), 706. [Reproduit com a Golden
Oldie Editorial a: LUMINET, J.-P. «Editorial note to: Georges Lemaitre, The
beginning of the world from the point of view of quantum theory». Gen.
Relativity Gravitation, 43 (10) (2011), 2911-2928]


https://arxiv.org/abs/2412.15139
https://arxiv.org/abs/2412.15139

Les equacions de Friedmann 129

[24] MAGNAN, C. «Complete calculations of the perihelion precession of Mer-
cury and the deflection of light by the Sun in General Relativity». Preprint
(2007). [Disponible en linia a: https://arxiv.org/abs/0712.3709]

[25] McCREA, W. H.; MILNE, E. A. «Newtonian universes and the curvature of
space». Q. J. Math., 5 (1) (1934), 73-80.

[26] MUKHANOV, V. Physical Foundations of Cosmology. Amb un proleg d’Andrei
Linde. Nova York: Cambridge University Press, 2005.

[27] NORDSTROM, G. «The principle of relativity and gravitation». Phys. Zeit.,
13 (1912), 1126-1129.

[28] NORDSTROM, G. «Zur Theorie der Gravitation vom Standpunkt des Relati-
vitdtsprinzips». Ann. Phys., 347 (13) (1913), 533-554.

[29] OPPENHEIMER, J. R.; SNYDER, H. «On continued gravitational contraction».
Phys. Rev. (2), 56 (5) (1939), 455-459.

[30] SCHWARZSCHILD, K. «On the gravitational field of a mass point according
to Einstein’s theory». Gen. Relativity Gravitation, 35 (5) (2003), 951-959.
[Traduit de I'article original alemany «Uber das Gravitationsfeld eines Mas-
senpunktes nach der Einsteinschen Theorie». Sitzungsber. Kénigl. Preus-
sich. Akad. Wiss. Berlin Phys. Math. KI. (1916), 189-196 per S. Antoci i
A. Loinger]

[31] SYNGE, J. L. Relativity: The General Theory. Amsterdam: North-Holland
Publishing Co.; Nova York: Interscience Publishers, Inc., 1960. (Series in
Physics)

[32] WEINBERG, S. Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of
the General Theory of Relativity. Nova York: John Wiley & Sons, 1972.

DEPARTAMENT DE MATEMATIQUES
UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
C. CorowMm, 11, 08222 TERRASSA

jaime.haro@upc.edu


https://arxiv.org/abs/0712.3709




BUTLLETI DE LA SOCIETAT CATALANA DE MATEMATIQUES
Vol. 39, nam. 1-2, 2024. Pag. 131-169. DOL: 10.2436,/20.2002.01.117

Tensors en estadistica algebraica

LUIS SIERRA, MARTA CASANELLAS I PIOTR ZWIERNIK

Resum: En estadistica i analisi de dades trobem tensors continuament. Els objectes
centrals que vinculen la ciéncia de dades amb la teoria de tensors i ’algebra son els
models amb variables latents. En aquest article proporcionem una visié general de
la teoria de tensors, posant emfasi especial en les seves aplicacions en estadistica
algebraica. Reforcem aquest enfocament amb nombrosos exemples amb I'objectiu
d’illustrar els conceptes clau. A més, s’inclou una revisié extensa de la literatura per
guiar els lectors cap a estudis més detallats sobre la matéria.

Paraules clau: tensors, estadistica algebraica, models grafics, descomposicio tensorial.

Classificacio MSC2020: 14M99, 15A69, 62H22, 62R01, 62R07.

1 Introduccio

Els tensors, com a concepte que generalitza les matrius a dimensions superiors,
van ser introduits a finals del segle X1x per autors com William Rowan Hamilton,
Woldemar Voigt o Gregorio Ricci-Curbastro, i es van fer populars amb el
treball [69]. Tot i que els tensors van ser desenvolupats per al calcul diferencial
i la geometria, avui en dia tenen un paper crucial en estadistica i ciencia de
dades, ja que ofereixen un marc matematic potent per entendre fenomens
complexos, capturar relacions intricades i extreure intuicions valuoses de
conjunts de dades d’alta dimensio (vegeu el resum [46], per exemple). En
aquest article volem mostrar la importancia dels tensors en estadistica i ciéncia
de dades, centrant-nos en els seus fonaments matematics i les connexions amb
I'estadistica algebraica.

Aplicacions basiques. Els tensors tenen aplicacions extenses en diversos
ambits, incloent-hi I'aprenentatge automatic, la neurociéncia i la genomica.
En I'aprenentatge automatic, els tensors faciliten 1’analisi de dades multidi-
mensionals i permeten tasques com el reconeixement d’imatges, el resum
automatic de videos i el processament del llenguatge natural. Per exemple, en
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el reconeixement d’imatges s’utilitzen tensors per representar imatges d’al-
ta resolucio, capturar relacions espacials i permetre el desenvolupament de
models sofisticats d’aprenentatge profund (vegeu [42, 9]).

En neurociéncia, els tensors tenen un paper crucial per desxifrar els pa-
trons de connectivitat cerebral i comprendre I'organitzaci6 funcional del cervell
(vegeu, per exemple, [28]). Les xarxes cerebrals, representades com a tensors
d’ordre superior, capturen les interaccions entre diverses regions cerebrals i
proporcionen informacié sobre processos cognitius, trastorns neurologics
i plasticitat cerebral. Els tensors permeten 'extraccioé de caracteristiques signi-
ficatives de les dades d’imatges per ressonancia magnetica funcional, cosa que
ajuda els investigadors a identificar les regions cerebrals associades a tasques
o condicions especifiques; vegeu [16].

La genomica és un altre ambit en que els tensors ofereixen un marc po-
tent per analitzar dades biologiques d’alta dimensio. En el camp de les dades
omiques, s’empren tensors per integrar diverses caracteristiques moleculars
com ara l’expressio genica, la metilacio de I’ADN i les modificacions d’histo-
nes (vegeu, per exemple, [94, 60, 74]). Mitjancant la modelitzaci6 d’aquestes
relacions complexes amb tensors, els investigadors son capacos d’identificar
signatures moleculars associades a malalties, predir resultats de pacients i
orientar estrategies de tractament personalitzades.

Modelitzacié tensorial. La complexitat geometrica dels tensors planteja rep-
tes en la seva analisi i interpretacio. Per superar-los s’han desenvolupat métodes
que aprofiten estructures de tensors més simples. Molts dels models aplicats
es basen en altres de més basics: tensors diagonals i tensors de rang u o de baix
rang. Aquesta simplificacié millora la interpretabilitat i facilita la computacio
eficient i la inferencia en altes dimensions.

Com veurem, tant els tensors diagonals com els de rang u apareixen de ma-
nera natural en el context d’independéncia de variables aleatories. En general,
molts dels models estadistics que fan servir independeéncia de variables (per
exemple, ’analisi de components independents, o la independeéncia condicio-
nada) es basen a trobar una descomposici6 tensorial en termes de tensors de
rang inferior.

El camp de 'estadistica algebraica s’erigeix com el marc adequat per estu-
diar els tensors dins dels models estadistics (la bibliografia sobre estadistica
algebraica inclou els llibres [66, 61, 34, 85, 99]). Aprofitant conceptes algebraics,
aquesta nova disciplina proporciona nous punts de vista sobre les propietats
i el comportament dels tensors en contexts estadistics diversos. Les eines
algebraiques s’han aplicat amb exit per abordar reptes relacionats amb la iden-
tificabilitat de models de variables latents, ’estimacié de parametres, ’ajust de
models, el disseny d’experiments i altres problemes estadistics fonamentals.

Variables latents i models grafics. En ciéncia de dades, la inclusi6 de varia-
bles Ilatents (o ocultes, no observades) és una metodologia habitual per a millorar
I'expressivitat d'un model sense incrementar drasticament la seva complexitat
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computacional. Malgrat el seu immens potencial, la preséncia de variables
latents introdueix reptes importants en I’estimacio i interpretacié del model. Per
abordar aquests reptes sovint es requereixen algorismes sofisticats i técniques
estadistiques complexes. Aix0 ha constituit una motivacié important per al
desenvolupament de la teoria d’aprenentatge singular (vegeu [92]) i una gran
part dels avencos recents en estadistica algebraica se centra en problemes
relacionats.

Aprofitant 'estructura algebraica dels tensors, s’ha aconseguit una com-
prensi6o més profunda dels models estadistics amb variables latents i s’han
desenvolupat algorismes d’estimacio eficients. La modelitzaci6é de la depen-
dencia entre les variables aleatories (tant les observades com les latents) se
sol fer mitjancant un model grafic. En un model grafic, els vertexs d’un graf
representen variables aleatories i les seves arestes codifiquen les relacions de
dependencia condicionada. Quan aquesta representacio utilitza arestes dirigi-
des en un graf aciclic, el model també és conegut com a xarxa bayesiana o graf
aciclic dirigit.

Els arbres latents formen la familia més manejable de xarxes bayesianes amb
variables latents i poden utilitzar-se per modelitzar estructures de dependéncia
quan s’esperen variables de confusio (confounders) no observades (vegeu, per
exemple, [62, secci6 2]. No obstant aix0, hi ha diverses altres raons per les quals
els models d’arbres latents han esdevingut populars en ciéncies. En primer
lloc, els models d’arbres latents engloben un rang més ampli de distribucions
de probabilitat que els models d’arbres totalment observats, perdo mantenen
avantatges computacionals, especialment en escenaris d’alta dimensié. A més,
I'algorisme max-product permet una inferéncia eficient d’estats no observats.
En segon lloc, els arbres poden representar processos evolutius i s’utilitzen
com a tals en analisi filogenética (vegeu, per exemple, [80] i la secci6 6.1), en
lingtiistica, modelitzant I'’evoluci6 del llenguatge (vegeu [70, 76]), i en tomogra-
fia de xarxes per inferir estructures d’Internet ([19, 36]). Els models d’arbres
latents gaussians (per exemple, els models d’arbres de moviment brownia)
capturen correlacions de forma natural per a la tomografia de xarxes gracies a
la disminuci6 de correlacions amb la distancia en I’arbre; vegeu la seccio6 4.3.
En tercer lloc, els models d’arbres latents capturen I’estructura jerarquica en
conjunts de dades complexes i estan estretament relacionats amb metodes de
clusteritzacio jerarquics ([10, 50, 96, 59]). Aquest marc també troba aplicacio
en visié per computador; vegeu [93] i [24].

Els models d’arbres latents generalitzen els models de Markov ocults (HMM),
coincidint amb aquests en arbres eruga ([68]). Els models d’arbres de Markov
ocults (HMTM; vegeu [29]) relaxen les restriccions dels HMM i permeten qual-
sevol estructura d’arbre latent. Les aplicacions inclouen el processament del
senyal ([23, 72]), la biomedicina ([52, 65]) i la lingiiistica ([95]). Aquests models
inclouen models filogenetics, models de Bayes primaris, models d’arbres de
moviment brownia i un model d’analisi factorial, fet que condueix a un marc
unificat per a diverses classes de models ([90]).

Un altre exemple important de model de variables latents és I'analisi fac-
torial, que es fa servir popularment en I’estudi de dades multivariades per
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identificar factors latents que influeixen en les variables observades. Aquest
camp té aplicacions en finances, psicologia i ciéncies socials, entre d’altres. Una
classe de models relacionats és 1’analisi de components principals (PCA), una
tecnica ampliament utilitzada per a la reduccié de la dimensionalitat i la com-
pressio de dades. La versio probabilistica, coneguda com a PCA probabilistic,
introdueix variables latents per tenir en compte el soroll de les dades, i el fa
més flexible en aplicacions reals (vegeu la secci6 6.3).

Una altra classe important de models grafics és la de les maquines de Boltz-
mann restringides (RBM; vegi’s la seccio6 6.2), que s6n components essencials en
I’'aprenentatge profund, particularment en I’entrenament de xarxes de creenca
profundes (deep belief networks) i altres models generatius. Les RBM involucren
variables latents que capturen patrons ocults en les dades i es poden estendre
a models grafics probabilistics amb multiples capes de variables latents. Han
revolucionat camps com la visié per computador i el reconeixement de veu i,
des de la perspectiva algebraica, aquesta classe de models ha estat ampliament
estudiada per Montufar i collaboradors en [58, 57].

En aquest article expositiu expliquem el paper que tenen els tensors en
I'estadistica algebraica i en mostrem diversos exemples. A la secci6 2 presentem
tensors que apareixen de manera natural en estadistica i proporcionem els
primers resultats que donen resposta a preguntes estadistiques en termes de
propietats algebraiques dels tensors. A la seccié 3 aprofundim en els models
grafics i presentem exemples de models grafics dirigits i no dirigits, amb
variables discretes o continues, fent emfasi especial en els models d’arbres
latents. La seccio6 4 la dediquem al cas de variables gaussianes, que requereix
un tractament especific. Basant-nos en els exemples anteriors, a la secci6 5 il-
lustrem els conceptes de rang tensorial i descomposicié tensorial tot explorant
el metode dels moments en aquest context. Finalment, la seccio 6 esta dedicada
a aplicacions addicionals dels tensors en estadistica algebraica, en que ens
centrem en l’analisi filogeneética, les maquines de Boltzmann restringides, i
I’analisi de components independents.

2 Primers exemples i definicions

En aquesta seccio introduim breument els principals objectes d’estudi: tensors,
tensors simetrics, tensors diagonals, tensors de rang u, i els seus noms cor-
responents en estadistica. Ens centrem sobretot en el cas de tensors discrets
per a aquesta seccio, pero alguns resultats també valen per al cas general. Les
referéncies basiques per a aquests conceptes inclouen [48, 99, 13, 56].

Una matriu real 77 X 72 és una taula dos dimensional, A = (a;, i,), On iy €

{0,...,11—1},i2 € {0,...,7»—1},iai, i, € R.Donats meNientersr,...,7m =
1, una matriu 1 X - - - X v;y-dimensional és una collecci6 de nombres reals
Aiy,...im 0N 1j € {0,...,vj—1} peraj=1,...,m. Com explicarem a continuacio,

aquestes matrius multidimensionals s’identifiquen de manera natural amb els
tensors. '
Comencant pel cas de les matrius usuals 2-dimensionals, sigui { e{ }iz0,.ri-1

la base canonica a R"/, j = 1,..., m. Una matriu A es pot identificar amb una
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aplicaci6 bilineal de R"' X R" en R, (x,y) — xT Ay (on!’element (eil, eJZ-) s’envia
aaij;). SLE i.j denota la matriu formada per zeros excepte un 1 en l’entrada
en la posicio (i, j), la seva aplicacié bilineal corresponent es denota amb el
tensor e} ® e?. D’aquesta manera, una matriu A com la d’abans es correspon
amb el tensor Xai,‘,-eil ® ef en I'espai vectorial de tensors R ® R"2 (pensat
com a l’espai de formes bilineals en R™ x R"2 ),

Donats dos vectors v! = (v{,..., v} 1) € R iv2 = (V§,...,v5_)) € R™,
el seu producte tensorial es defineix com el tensor v! ® v2 = 3; villﬂuiz2 el-l1 ®
ei e R" ® R"2. Per exemple, si v! = (2,0) € R?ivZ = (1,1) € R?, aleshores
viev? = 2ef®el+2e} ®e? ésun tensor diferent de vZ@v! = 2¢} ®ef +2el ®e3.

Més generalment, un tensor v; X - - - X ¥y, sovint es defineix com 'aplicacio
multilineal R™ x - - - X R — R: el tensor eil1 ® -+ - ®e;" es correspon amb
I’aplicaci6 multilineal

R x ... X Rm — R
L osi(ji,.gm) = (1,05 0m),
(el,...,eMm) — J Jm m
i Jm 0 altrament

i aquests tensors formen una base natural de I’espai vectorial R"! @ - - - ® R"m

dels tensors 71 X - - - X ¥, En aquest sentit, el tensor ¢ = >, i a;,,.., me}1®
- ® em en aquest espai es correspon amb la matriu multidimensional A =
[@iy,...imli;=0,..rj—1 de dimensions 71 X - - - X ¥;n. Quan parlem de coordenades
d’un tensor, ens referim a les seves coordenades en la base natural.
Com abans, donats m vectors
1 1 1 2
v = (vg,..., vy 1) ERTL V™ = (VL vy ) €RT,
el seu producte tensorial és el tensor v'@- - -@v™ =3, . vlvy .. v"el ®

e®el.
Diem que un tensor T de ® R" = R" ® -~ - @ R" és simétric si Tj,...;, =
Tj,...j, per a tota permutacié (ji,...,Jjr) de (i1,...,iy). L'espai de tensors

simetrics de ®”R" es denota per " (R"). La dimensi6 de S” (R") és <"+i_1>,
donat que un tensor T € S"(R") es pot codificar amb les entrades Tj,...;,, on

l<i1=---<1 =n.

2.1 Mesures discretes com a tensors

Considerem una collecci6é de m variables aleatories discretes, cadascuna amb
¥; possibles estats, X; € X; = {0,...,v; — 1} amb i = 1,...,m. El vector
aleatori X = (X1,...,Xm) pren valors a X = X} X - - - X X}, 1 una distribucio
de probabilitat p = (p(x))xecx de X es pot identificar amb un punt a

RX:=R¥' @ - @ RXm,

on RXi és una copia de R amb coordenades indexades per X;. Les coordenades
de 'espai tensorial RX es denoten amb py, x € X. Per exemple, si m = 2,
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11 = 1> = 2, aleshores cada X; és binaria i les coordenades de p € RX son poo,
Po1, P10, P11, P = Pooeo ® eo + Po1€o ® e1 + p1oe1 ® ep + prie; ® e; (ometem els
superindexs perque en aquest cas els dos espais son el mateix).

Per definici6, totes les distribucions de probabilitat discretes es poden
representar al simplex AX < RX, on

szz{pe[RX:prO, przl]».

xeX

Qualsevol model estadistic per a X és, per definici6, una familia de distribu-
cions de probabilitat i, per tant, una familia de punts de AX. Aixo dona una
identificacio basica dels models estadistics discrets amb subconjunts de I'espai
tensorial RX.

Quan es fan consideracions geometriques referents als tensors, sol ser
més convenient treballar sobre I’espai projectiu. Denotem amb Proj(V) la
projectivitzacio d’'un espai vectorial V' i sigui [P’ﬁ{f := Proj(RX). Per definicio,
aquest és el conjunt de punts RX \ {0}, identificant aquells que es troben
sobre la mateixa recta que passa per I'origen. Observem que el simplex de
probabilitat AX esta en correspondéncia amb la part no negativa de [P’ﬁ{ . En
efecte, la bijeccié envia un punt g € [P’ﬁ{ amb coordenades g, no negatives
ap = (Px)xex €AY, on py = qx/ 2yex dy-

La immersio6 en el projectiu és sovint convenient perque molts models de
dependéncies complexes sovint estan definits modul una constant de normalit-
zacio (vegeu, per exemple, els models definits a (2)).

2.2 Model d’independéncia i tensors de rang u

Donada una collecci6 de variables discretes X = (X1,...,Xm) € X, diem que les
components de X son independents (o que X pertany al model d’independéncia
total) si el tensor p € AX corresponent a la distribucié de X es pot escriure
com el producte tensorial de les distribucions individuals p? € RXi, p =
pl! ® - - - ® p™. En altres paraules,

Pirig--im = PiP5 - PP, pertot x = (ig, ..., im) € X. (1)

Per tenir un equivalent geometric d’aquesta construccio, diem que p € RX
és un tensor de rang u (o un tensor pur o descomponible) si és el producte
tensorial d’'una m-tupla de vectors pt € RXi per ai = 1,...,m. El model
d’independeéncia per al vector X esta contingut en el conjunt de tensors de
rang u. Quan m = 2, els tensors de rang u es corresponen amb les matrius
de rang u. En efecte, p = p! ® p? és el tensor 2 pilpjz- e} ® ef, que, amb la
correspondéncia introduida a dalt, es pot identificar amb la matriu de rang u

Po (Pg I!’Ezfl)



Tensors en estadistica algebraica 137

En el context de la geometria algebraica projectiva, el conjunt de tensors de
rang u es correspon amb la varietat de Segre real

Seg(Pﬁ{‘ X - X I]Dﬁlf’") cPX = Proj(R¥ @ - - - @ RYm);

vegeu [13, 10.5.12]. Per exemple, Seg(Py x P%) és la immersio de P} x Pk
a P} = Proj(R? ® R?) donada per I’aplicacio

Pk x Pk — P}
(lpd P11, Ipg : P — [PdP: pipi: pivd : pipil.

Aquesta varietat esta formada pels punts [poo : po1 : P10 : P11] @ IP’D% que
satisfan I'equacié poop11 — Po1p1o = 01 es correspon amb els tensors de rang u,

pl! ® p?, o matrius
Poo Po1
Pio Pu

de rang u. Analogament, si pensem els elements de RX! ® R*? com a matrius,
Seg([Pﬁf1 ® [P’ﬁ{fz) és el conjunt de matrius 7; X 7> de rang u (definides pels
menors 2 X 2 nuls). De fet, es pot provar facilment que la part no negativa de
Seg(l]l’ﬁtf1 X+ X I]Dﬁ{f’") és isomorfa al model d’independéncia total.

2.3 Tensors de moments - cas discret

Considerem les mesures discretes de la secci6 2.1. Donats u = (U1,...,Um) €
N™ i un vector x = (x1,...,Xm) € X, definim el monomi
xWi=xit e xe,

on fem servir la convenci6 0° = 1. Si X té distribucio p, aleshores el moment
corresponent és

pu = E[X"] = > paxt

xeX

i es diu que és un moment d’ordre k si k = u; + - - - + Uy, En particular,
Ho...0 = 1.

EXEMPLE 1. Considerant el cas binari (X;,X2) € {0,1}2, es té oo = 1, pio =
Pio + P11, Ho1 = pPo1 t+ P11, H11 = P11-

PrOPOSICIO 1. L’aplicaciéo RX — RX definida com a
Uy = E[X"], peratotu e X,

és una bijeccio lineal que envia el conjunt {>..cx px = 1} al conjunt {uo...o = 1}.
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Hi ha altres maneres de codificar una distribuci6 de probabilitat discreta
que no sigui només amb els seus moments. Un exemple important és el dels
cumulants. Des del punt de vista geometric, tractar amb cumulants correspon a
fer un canvi de variables (no lineal) que pot ser més adient per estudiar la geo-
metria de segons quins models; vegeu [83, 98, 25]. Si considerem I’exemple 1,
podem emprar la transformacié en cumulants: koo = 0, K19 = H10, Ko1 = Ho1,
i K11 = H11 — U1oMo1- En aquest cas la imatge del model d’independéncia per a
aquesta aplicaci6 és el subespai lineal donat per k;; = 0.

3 Models grafics

Molts models en estadistica i aprenentatge automatic involucren modelitzar la
dependencia entre diverses components d'un vector aleatori. Entre els multiples
exemples trobem I’analisi factorial, les maquines de Boltzmann restringides,
o el model de Bayes primari. Els models grafics constitueixen el llenguatge
natural per a aquestes tasques de modelitzacié multivariant, ja que representen
les relacions de dependeéncia mitjancant grafs. En aquest context, els vertexs
d'un graf representen variables aleatories i les arestes codifiquen les relacions
de dependeéncia condicionada entre elles. Segons el tipus d’arestes, podem
distingir dos tipus principals de models grafics: els que tenen arestes dirigides
i els que no, cadascun adient per a diferents tasques.

Per a ambdos tipus de models grafics és convenient comencar per la noci6
de distribucio factoritzada. Donat un vector aleatori X = (X1,...,X;,) que pren
valors a X com abans i donat ¥ un conjunt de subconjunts de [m], podem
considerar el conjunt de distribucions sobre X que satisfan

p(x) =+ [ ¢r(xp), pertotx e X, ()
ZFej-'

on ¢r son funcions no negatives sobre RX* (anomenades potencials) i Z és la
constant normalitzadora.

Un exemple trivial és el de (1), on la distribuci6 factoritza en components
individuals. En aquest cas, els factors es corresponen amb distribucions margi-
nals, pero aquesta propietat no és certa en general.

EXEMPLE (MODEL D’ISING). El model d’Ising considera distribucions a X =
{0,1}™ definides per

m 1
p(X) — l Hehixi ne]ijxixj _ lehTXJréxTJx’
Z i=1 i<j Z

on h = [h;] € R™, J = [J;j] € R™™M ¢és simeétrica amb zeros a la diagonal, i
Z és la constant normalitzadora

1
h"x+5x"Jx
Z = z e 2 .
xe{0,1}n
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Es tracta, per tant, d'una distribucié factoritzada. En moltes aplicacions
d’aquest model, J té suport en un graf G (i en aquest cas, J;; = 0, sempre
que no hi hagi una aresta connectant i amb j a G). Des del punt de vista
algebraic, aquest model es coneix com a model gradfic binari i ha estat estudiat
a[31].

Si X és finit com a la secci6 2.1, esta clar que (2) imposa restriccions
algebraiques sobre el tensor de probabilitat p € RX. Més endavant estudiarem
algunes de les formes que poden prendre aquestes restriccions. En aquest
punt només val la pena assenyalar que aquestes propietats de factoritzacio
son equivalents als models de xarxa de tensors, ampliament considerats en
aplicacions industrials diverses. L’article [71] explora aquesta connexi6é amb
més detall.

3.1 Grafs aciclics dirigits

Sigui G = (V,E) un graf dirigit. Si (a,b) € E és una aresta del graf, també
designada per {a — b}, diem que a és un predecessor de b, i b un successor
de a. Un graf dirigit G és aciclic (breument DAG) si no conté cicles dirigits.
Si v € V és un vertex d'un DAG G, es denota amb pa(v) el conjunt dels
predecessors de v i amb de(v) el conjunt de descendents de v format pels
vertexs w tals que existeix un cami dirigit {v — w} < G. Contrariament, també
podem definir nd(v) com el conjunt de no descendents V \ ({v} ude(v)).

Donat un DAG G = (V,E) amb V = {1,...,m}, assignem una variable
aleatoria X, a cada node v € V. El model probabilistic associat al vector
aleatori X = (X,..., X)) i al DAG G, també anomenat xarxa bayesiana, pren
valors a X = [[*, X; i conté totes les distribucions sobre X que satisfan la
factoritzacio recursiva segiient:

m
p(x) =[] p(xilpa(xi)), 3)
i=1
on, per a X¢ = pa(Xj), tenim que p(x;|xc) denota la funcié de densitat de la
probabilitat condicionada de X; donat X¢ = x¢, especificada per

p(xi,pa(x;))

p(xilpa(x;)) = (pa(x;)

si p(pa(x;)) > 0.

NOTA 1. Per simplificar la notaci6, utilitzem la mateixa lletra per denotar
totes les densitats condicionades. Per evitar confusions, un estat denotat en
minuscula amb el mateix nom que una variable aleatoria (en majuscula) es
refereix a tal observaci6é de la variable aleatoria.

En aquest article ens centrem en la situacioé en que el vector aleatori X és
exclusivament o bé discret, o bé continu, pero també séon d’interes les situacions
mixtes; vegi’s [49].
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Donades tres variables aleatories X, Y, Z, diem que X és independent
de Y donada Z (denotat amb X 1 Y|Z), si la distribucié condicionada satis-
fap(x,ylz) =p(x|z)p(yl|z) per a tot x, Yy, z (0, equivalentment, p(x|y, z) =
p(x|z)). La factoritzaci6 (3) permet una interpretacié important en termes
d’independeéncia condicionada coneguda com a propietat de Markov dirigida
local:

Xv J-|-Xnd(v)\pa(v) | Xpa(v), vev. 4)

EXEMPLE 2. Considerem I'estructura d’'una cadena de Markov, en que les varia-
bles aleatories Xy, ..., X;, satisfan la propietat p (xx|xXx-1,...,X1) =p (XK |xK-1)
per a tot k = 2,...,m (colloquialment I'interpretem com que el futur només es
veu afectat pel present immediat, pero no pel passat). Degut a aquesta propietat
d’independeéncia condicionada, una cadena de Markov es pot representar com
un model probabilistic sobre un graf linia en que cada node representa un estat
(modelitzat com una variable aleatoria) Xy i Xx_; és el seu tinic predecessor
directe, donat que Xy és independent del «passat» quan coneixem Xy ;. Si
m = 3, el graf associat és el que illustrem a la figura 1(a).

1 2 3 1 3 1 2 3

(a) e—>o——>o (b) ec——o<——o (C) o——o——>o
3

(d) e—>eec—o () o——eo—o (f) e————o °

FIGURA 1: Diversos grafs sobre tres nodes.

L’analisi de models DAG pot portar a observacions inesperades. Per exemple,
el graf (a) de la figura 1 defineix exactament el mateix model que els grafs (b)
i (c). En particular, sense hipotesis addicionals, no existeix una bijecci6 entre
models en DAG i els seus grafs corresponents [89, 21].

EXEMPLE (COL-LISIONADORS). Considerem un vector aleatori format per tres va-
riables aleatories discretes X1, X», X3, en que el graf de dependéncia esta donat
per la figura 1(d). En aquest model, la funci6é de densitat es pot factoritzar com
ap(xiy,x2,x3) =p(x21x1,x3)p(x1)p(x3). Observeu que la distribucié margi-
nal de (X1, X3) es factoritza com a p(x1,x3) = p(x1)p(x3) i, per tant, aquestes
dues variables s6n independents. No obstant aixo, en condicionar X;, X3 res-
pecte de X» = xp, podem observar que es trenca la propietat d’'independeéncia,
ja que

p(x21x1,x3)p(x1)p(X3)

p(x2)

Aixi doncs, tot i que X; 1L X3, tenim que X; U X3|X» = xy. Intuitivament, el
fenomen es correspon amb la idea que, malgrat que dos progenitors siguin
(geneticament) independents, si observem un fill en com, tot el que no vingui
explicat per un dels progenitors haura de ser explicat per l’altre, i, per tant,

p(x1,x3|x2) =
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deixen de ser independents. Aquesta configuracié s’anomena col-lisionador
(collider en angles) i és una coneguda font de confusi6é en inferencia causal,
també coneguda com a paradoxa de Berkson.

EXEMPLE (DAG ESTRELLA). Considerem un DAG senzill sobre quatre nodes amb
arestes dirigides (0, 1), (0,2) i (0, 3) com el de la figura 2. El model probabilistic
associat correspon a la factoritzacio

p(x) = p(xo)p(x1lxo)p(x2|x0) p(x3]x0), peratotx € X.

Xo

X1 Xo X3

FIGURA 2: Model grafic sobre quatre nodes amb un predecessor i tres
descendents.

Suposem que X = {0,1}*. Cada distribucié condicionada p(x;i|xo), i =
1,2, 3, es pot representar per una matriu estocdstica 2 x 2 (una matriu no
negativa en que totes les files sumen 1)

(P(Xi =0lxo=0) p(xi=1llxg= 0))
p(xi=0lxo=1) p(x;i=1lxo=1))"

i:

Denotant amb 1, = p(Xg = x) i aic,y I’entrada (x, y)-esima de la matriu A;,

veiem que el model esta parametritzat per
_ 1 2 3
pX0X1X2X3 - Trxoaxo,xl a’X(),Xz axo,xg . (5)

Observem que la dimensi6 de ’espai dels catorze parametres 7y, aﬁ(‘y és set

perque les sumes de les files de A? és ui 1o + 117 = 1. De I'equacio (5) és senzill
veure que, fixant I'estat a X igual a i, les matrius

Piooo  Pioo1 Piooo Pi010 Piooo  Pi100
pPioi0o Pio11 Pioo1 Pio11 Pioo1 Pilo1
pitoo Piiol |’ pitoo  Piio |’ pioi0 Pi110
Pitio  Pilll piio1 Pilll pioi1  Pilll

son de rang u. D’aqui, podem verificar facilment les condicions

PijkiPij k'l = Pijkl' Pij'k'l = Pijk IPijkl = PijkiPijkr, perat,j,j,k,k" €{0,1}.
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D’aquesta manera, les condicions d'independéncia es tradueixen en relacions
polinomials entre les entrades del vector de probabilitats p. En termes de geo-
metria algebraica, podem pensar en la factoritzacio6 (5) com I'aplicacié polino-
mial

@:R” — &*R?,

que envia cada conjunt de set parametres lliures a la distribucié p. Tant des del
punt de vista estadistic com de geometria algebraica, és d’interes conéixer un
conjunt generador minimal d’equacions polinomials que defineixen el model (és
a dir, que s’anullin precisament en la imatge de ). En aquest cas, és conegut
que l'ideal de polinomis que s’anullen a Im(¢) és generat minimalment per
divuit equacions quadratiques de les que hem llistat a dalt; vegeu [40].
Aquests son el tipus de preguntes que es troben en el centre de l'esta-
distica algebraica: per models d’estadistica algebraica, utilitzar tecniques de
geometria algebraica i algebra commutativa per trobar equacions en polinomis
i restriccions semialgebraiques que defineixin el model. Conéixer-les pot ser
util per esbrinar si els parametres séon identificables o no, per estimar els
parametres, per inferencia de versemblanca i per ajustar el model.

3.2 Models grafics no dirigits

Sigui G un graf no dirigit i sigui C el conjunt de cliques (subgrafs complets)
maximals de G. Un model grafic no dirigit és un conjunt de distribucions de
probabilitat de tipus

1

fx)= 7

[T welxe), onz= jx [T welxe) dx, ©)

ceC ceC

iwe: Xe — [0,0) es coneixen com a funcions potencials degut a la seva
interpretacio en el camp de la fisica estadistica. Aquest és un cas particular de
I'expressio a (2) prenent com a F el conjunt C de cliques de G.

Aquesta definici6é pot semblar una mica allunyada de les nocions d’'indepen-
dencia condicionada que hem descrit per als grafs dirigits, pero el 1971, en un
article no publicat, John Hammersley i Peter Clifford varen demostrar que, sota
la condicié p(x) > 0 per a tot x € X, la factoritzaci6é (6) en un graf no dirigit G
és equivalent a les propietats globals de Markov: per a qualssevol subconjunts
A,B,C CVesté X 1L Xpg|Xc sempre que C separi A, B en G (és a dir, que tots
els camins entre A i B passin per C).

Reprenem el cas de variables discretes de la secci6 2.1. Sigui ic := (i) jec €
Xc un estat del vector X¢ per una clica C < V. Llavors, la funcié poten-
cial yc: Xc — [0, ) es pot veure com un vector 8(©) amb entrades QECC) =
Wclic) €0, ). Tal com vam veure a 'exemple DAG estrella, aixo ens dona la
parametritzaci6

1 (©)
Pitir--in = 70 Cl;[C O - (7)
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D’aquesta manera, aconseguim de nou un model parametric amb una estructura
semialgebraica. Podriem representar una distribucié que satisfés (7) com un
punt a [P’n)lf (ignorant la constant normalitzadora). Veiem que la familia de tots
aquests punts admet una parametritzacié6 monomial i com a tal forma una
varietat torica en terminologia de geometria algebraica; vegi’s [85] per a més
detalls.

3.3 Models grafics latents

Els models grafics latents estan dissenyats per gestionar situacions en qué
determinades variables Z no es poden observar de manera directa pero tenen
un paper crucial a ’hora d’explicar patrons i relacions en les dades observa-
des X. De fet, I'is de variables latents permet, fent servir un menor nombre
de variables, assolir una major expressibilitat del model, és a dir, capturar una
major complexitat i variabilitat de les dades. Es per aixo que aquestes variables
latents, també conegudes com a variables ocultes, estan presents en moltes
arees i son essencials per modelitzar fenomens complexos. Malgrat aixo, com
ja hem esmentat anteriorment, aquests models presenten dificultats a I’hora
de fer inferencia.

EXEMPLE (MODEL BAYES PRIMARI). Considerem un problema de classificacio
sobre unes dades de variables discretes X = (X1, X»,...,X;,) amb una altra
variable discreta Z codificant a quina de les k classes C = {cy,c2,...,Ck}
pertany una observacio. Si la classe és desconeguda per a noves observacions,
la podem modelitzar com una variable latent. La hipotesi que es fa servir en
el model Bayes primari (també anomenat classificador bayesia naif) és que
els atributs son condicionalment independents si es coneix la classe, és a dir,
Xi 1L X | Z. Aquesta propietat es pot representar com un model grafic aciclic
dirigit (DAG) en el graf segiient:

(J ()

FIGURA 3: Model grafic amb una variable latent Z i variables observa-
bles X, ..., X;, condicionalment independents donat Z = z.

Per tal de predir la classe z € C per una observaci6 concreta de les dades x =
(x1,...,Xm), podem fer servir la regla de Bayes per calcular la probabilitat a
posteriori de cada classe:

p(zlx) «< p(z) [ [ p(xilz),
i=1
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i, segons aquesta probabilitat, la classe z € C s’escull segons la regla de decisio
bayesiana, la qual maximitza aquesta probabilitat a posteriori:

z= argmax{p(z) [ p(xilz)}-
zeC

i=1

Aquesta estrategia s’utilitza ampliament en el processament de llenguatge
natural i per a tasques de classificacié de texts. Tot i ser un model tan simple,
el model Bayes primari obté resultats sorprenentment bons a la practica,
especialment per a tasques de detecci6 de correu brossa, analisi d’opinions i
classificacié tematica.

EXEMPLE (MODEL EVOLUTIU EN UN TRiPODE). Com s’ha mencionat anterior-
ment, els models d’arbres latents formen un exemple important de models
de variables latents i han estat aplicats amb exit a la biologia. A la secci6 5,
considerem processos de Markov en arbres filogenétics, pero aqui considerem
un cas senzill mitjancant el model Bayes primari amb m = 3, en queé totes les
variables aleatories X1, X», X3 1i Z soOn discretes i prenen valorsa S = {0, 1, 2, 3}.
Aquest conjunt d’estats representa els quatre nucleotids (adenina, citosina,
timina i guanina) que es troben en les seqiiéncies d’ADN. En aquest cas, les
variables aleatories X;, X», X3 corresponen a observacions de nucleotids en
sequencies d’ADN associades a especies biologiques actuals (per exemple, hu-
ma, Ximpanzé i gorilla), mentre que la variable latent Z codifica nucleotids en
una seqiiéncia d’ADN d’un ancestre comu a aquestes especies. La propietat de
Markov local en aquest DAG dona

p(x1,x2,x3,2) = p(2)p(x112)p(x212)p(x3]|2)

(cf. exemple DAG estrella), i, marginalitzant sobre la variable latent, obtenim
que
p(x1,x2,x3) = > p(2)p(x112)p(x212)p(x3]2),
zeS

per a qualssevol (x1,x2,x3) € S3. Aquestes probabilitats p (x1, x2, x3) repre-
senten la probabilitat d’observar els nucleotids x1, x2, x3 a les fulles de I'arbre
i es poden estimar a partir de les observacions de les dades a les espécies
actuals, mentre que p(z) i p(x;i|z) soén parametres (desconeguts) del model.
En filogeneética, I'estimaci6é d’aquests parametres és rellevant perque mesuren
la quantitat de substitucions de nucleotids transcorregudes des de I’ancestre
comu fins a cada espécie actual, que dona una noci6 de distancia evolutiva entre
una especie ancestral i els seus descendents. A la secci6 5 explorem métodes
basats en moments per estimar aquests parametres, i a la seccié6 6 comentem
aquests models amb més detall.

EXEMPLE (BOSSA DE PARAULES). Considerem ara una versio restringida del mo-
del Bayes primari en qué les X; condicionades respecte de la variable latent Z
son identicament distribuides. Com a exemple practic, considerem el model
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de la bossa de paraules (bag-of-words en anglés), en qué un document format
per m paraules ha de ser classificat en un dels k temes ocults. Suposem que
el vocabulari té una mida d i que cada tema cj; € C té el seu propi vector de
probabilitat pun, € A4 per emetre paraules del vocabulari: primer s’escull un
tema c; € C amb probabilitat p(z = cy), i després es mostregen m paraules
(x1,...,XxXm) de manera independent amb vector de probabilitat pj,.

En aquest exemple, I'ordre de les paraules en cada document és irrellevant,
només es té en compte si hi sén presents o no, i, per tant, els mots es con-
sideren com a variables aleatories intercanviables. Aixo significa que la seva
distribuci6 conjunta p(x,..., Xy, ) és invariant per permutacions dels indexs i,
en conseqiiéncia, el tensor p corresponent és un tensor simetric.

L'estimaci6 de parametres en un model latent no és una tasca facil. A
I'exemple métode dels moments per a la bossa de paraules explicarem un
metode especific per al model de bossa de paraules basat en el metode dels
moments. Una altra aproximaci6 és optimitzar la versemblanca.

NoTA 2. Com hem apuntat en seccions anteriors, una distribucié p(x, z| 0)
amb variables latents on z denota un estat latent, la inferéncia de parametres
pot ser complicada donat que z no és conegut. L’aproximacié més classica
és la de mirar de maximitzar la versemblanca marginal sobre les variables
observades
p(x10) = > p(x,2]0),
z

on podem substituir la suma per una integral si Z també inclou variables
continues. Cal remarcar que tota la informaci6é coneguda sobre les variables la-
tents Z es troba a través de la seva distribucié a posteriori p(-|x,0). En no
disposar de la versemblanca per al conjunt de dades complet, com a alternativa
es procedeix a estimar-la prenent el valor esperat de la distribuci6 a posteriori
(pas E), i seguidament aquesta versemblanca estimada es maximitza respecte
als parametres 0 (pas M). Aquest procediment rellevant per tractar les dades
incompletes que provenen de variables latents es coneix com a algorisme EM
(expectation maximization en anglés); vegeu [30].

4 El cas gaussia

En aquesta seccié posem el focus en variables aleatories continues i, en parti-
cular, en variables normals multivariants. Generalitzem primer els tensors de
moments introduits abans en el cas discret.

4.1 Tensors de moments - cas general

Els tensors simetrics apareixen de manera natural com a derivades d’ordre
superior de funcions diferenciables f: R™ — R: les derivades parcials d’ordre v
de f es poden organitzar com un tensor T € S (R") amb coordenades

aT
—f(x), perl<iy,...,iy <mn.
r

T ... = ——————
W Oy, - 0X
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En relaci6 amb l'estadistica i I'aprenentatge automatic, hi ha dos tipus
concrets de funcions i les seves derivades parcials que s6n particularment
rellevants. Considerem un vector aleatori X = (Xi,...,X;») en queé ara per-
metem que els espais d’estats X; siguin subconjunts arbitraris de R. Siguin
Mx(s) = E[es'X]11i Kx(s) = logE[eS'X] les funcions generatrius de moments
i de cumulants, respectivament (vegeu [54]). El tensor de moment d’ordre r
es denota amb ;- (X) i és la multitaula de dimensions m x .. x m, l'entra-
da (iy,...,1,) de la qual és

aT
i (X)=E[Xj, -+ Xj ] = =———Mx(s
Hi, Ly( ) [ i lr] 551'1 . 'aSiy x(8) 0
De manera similar, el tensor cumulant k, (X) es defineix en coordenades com a
v
Kip...i, (X) = cum(Xj,, ..., X;,) = a7KX(S)
Siy ++ - 0S;, $=0

La relaci6 entre pu, (X) i k- (X) per a una v qualsevol és rebuscada pero esta
molt ben entesa; vegi’s [79, 54]. Directament, per construccio, p, (X) i K, (X)
sOn tensors simeétrics de 'espai S" (R™).

NoOTA 3. Aqui estem fent servir una notacié estandard per a tensor de moments
i cumulants. En aquesta convencié tenim, per exemple, que u; (X) = E[X;],
U3 (X) = E[X1X3], kK12(X) = E[X1X2] — E[X1]E[X>]. AixO contrasta amb la
notacié que emprem en la secci6 2.3, que també es fa servir regularment en
I'estudi algebraic de models discrets.

Com a exemple, noteu que, si X = (X, X>) son dues variables aleatories
independents, aleshores pi> = pjp2 i kK12 = 0.

No obstant aix0, els moments i cumulants d’ordre baix no so6n suficients
per a 'estudi d’'un model estadistic, en general. Una excepcié important és
el cas de distribucions normals multivariants (vegi’'s la subsecci6o segiient),
que es parametritzen pel vector de mitjanes u i per la matriu de variancies i
covariancies X, que so6n moments/cumulants d’ordre 1 i 2, respectivament.

4.2 Distribuciéo normal multivariant

La distribucié normal o gaussiana multivariada és la distribucié més important
en 'estadistica multivariant i en ciencia de dades en general. També té un paper
important en moltes técniques de reducci6é de dimensionalitat per a tensors
que esmentarem en aquest document.

Denotant amb S2 (R") el conjunt de matrius simétriques n x n definides
positives, la distribucié gaussiana n-variada amb mitjana y € R" i matriu de
covariancia ¥ € 52 (R™) és una distribucio sobre R amb funcié de densitat

F(x) = det(2mS) 2 exp (—%(X—u)TZ*(X—u)). ®)

Les funcions generadores de moments i cumulants d’un vector aleatori nor-
mal X son

T l T
Mx(s) =e" *72% > Ky(s) =pu's+ 1s"Ss.
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Observem que la funci6 generatriu de cumulants és un polinomi quadratic
i, per tant, tots els cumulants d’ordre tres o superior, com ara I’'asimetria o
la curtosi, que son els cumulants d’ordre tres i quatre, respectivament, soOn
nuls. Per un resultat classic de Jozef Marcinkiewicz, la distribucié normal és
I'tinica distribucio tal que la seva funci6é generatriu de cumulants és polino-
mial [53, 51]. El fet que aquesta funci6 sigui un polinomi té conseqiiencies
importants en probabilitat i estadistica (vegeu, per exemple, [44]) i el fet que cap
altra distribuci6é no tingui aquesta propietat també és rellevant per justificar el
resultat d’'identificabilitat de [26] que apareixera en la secci6 6.3.

Una de les propietats fonamentals de la distribucié normal és que és tancada
per la consideraci6 de marginals i condicionades. De manera més precisa, per a
un vector aleatori X amb distribucié normal n-variant de mitjana y i matriu
de covariancia 2, considerant una divisio arbitraria en dos blocs (X4, Xp), la
distribucio del subvector X, és també normal amb mitjana ps = (Uj)iea i
matriu de covariancia 34,4 = [2;;];,jea. Aixi mateix, la distribucié condicionada
de X, donat Xp = xp és normal amb mitjana ua + ZA,BZE’%(XB — up) i cova-
riancia Z4 4 + ZA,BZE,ngB,A- Per tant, treballar amb distribucions marginals i
condicionades d’'una normal multivariant implica una transformaci6é purament
algebraica en termes dels parametres.

4.3 Models grafics gaussians

Les restriccions dels models grafics tant per al cas dirigit com no dirigit perme-
ten una descripcio algebraica senzilla quan el vector X segueix una distribucio
normal multivariant.

Suposem que G = (V, E) és un graf no dirigit amb vertexs V = {1,...,m} i
que X = (Xq,...,X;n) segueix una distribucié normal multivariant. Aleshores,
desenvolupant (8), és facil veure que la distribucio6 factoritza com un model (6)
en G sempre que la matriu de covariancia X satisfaci

(=71 =0, pertot(i,j) ¢ E, i+ j.

Per tant, parametritzar el model en termes de la inversa de la matriu de cova-
riancia K = =~! ens permet definir el model a partir de senzilles restriccions
lineals. Aquesta observaciéo ha motivat una direccié de recerca en estadisti-
ca algebraica per entendre els subespais lineals de matrius simetriques, per
exemple, [87, 81, 82, 100].

Les distribucions gaussianes definides per DAG G també tenen una descrip-
ci6 simple, la qual és equivalent al model d’equacions lineals estructurals (vegeu
la secci6 6.3) a base de considerar el sistema d’equacions lineals estocastiques

Xi = Z AijXj+&, perie€V, 9)
jepa(X;)

on els & per a i € V se suposen independents entre si i independents dels
pa(X;) corresponents. Suposem que els &; s6n variables normals de mitjana
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zero, 1 els coefficients A;; prenen valors reals arbitraris. En forma matricial
podem escriure-ho com a X = AX+¢, on A és triangular superior (reordenant X,
si cal). Com que G és aciclic, I,, — A és invertible i tenim que X = (I, — A) 'c.
D’aqui segueix que la inversa de la matriu de covariancia K = X! satisfa

K=Un-N"Q YN, —A),

on Q és la matriu diagonal amb les variancies dels & com a entrades. Per
tant, aquest model es pot descriure de manera equivalent amb condicions
d’anullaci6é sobre la factoritzacié de Cholesky de K. Aquests models han estat
estudiats des d’'una perspectiva algebraica a [84].

EXEMPLE (ANALISI FACTORIAL). Per a un conjunt de m variables observables X=
(X1,...,Xm) amb distribucié conjunta normal multivariant X ~ Ny, (u, ), ens
pot interessar reduir aquestes variables en un espai de d < m dimensions mit-
jancant una projeccio6 lineal. Equivalentment, busquem modelitzar m variables
observades gaussianes que depenen linealment de d variables gaussianes la-
tents independents Z = (Zy,...,Z4). Podem escriure, doncs, que X = u+WZ+¢
on u € R4, W és una matriu m x d, i el terme de soroll € podem suposar que
té covariancia Q := Cov(e) diagonal. La matriu de covariancia X en aquest cas
ve donada per

Ef(WZ+&)(WZ+¢&)"]=WWT + Cov(e).
Aixi doncs, 3 viu al conjunt
Fuag=1{Q+WWT € R™™: Q> 0 diagonal, W € R™*4},

on fem servir > 0 per dir que la matriu és definida positiva. Observi’s que Fy, 4
és un conjunt semialgebraic, ja que es pot veure com la imatge de R”% x R™*4
sota una aplicaci6 racional. Per tant, el model d’analisi factorial format per
les distribucions normals multivariants X amb matriu de covariancia = € Fy;, 4
és un exemple de model estadistic semialgebraic. Entendre quines sén les
equacions algebraiques i semialgebraiques que defineixen el conjunt Fy, 4 és
clau per saber quines distribucions poden encaixar en aquest model.

5 Descomposicio tensorial en estadistica algebraica

De manera analoga a la descomposicié de matrius, la descomposicié de tensors
té com a objectiu representar un tensor d’altes dimensions com una série
d’operacions elementals en tensors més simples. Les descomposicions de ten-
sors s’han utilitzat en diferents camps, com ara en la visié per computador, la
neurociéncia computacional, la filogenética o la psicometria. S'utilitzen per ob-
tenir separacié cega de fonts (blind source separation), I'analisi de components
independents i per proporcionar estimadors en models de variables latents.
Remetem el lector a [46] i [45], on trobara excellents compilacions sobre la
descomposicié de tensors i les seves aplicacions en aprenentatge automatic.
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5.1 Rang d’un tensor

Un exercici senzill d’algebra lineal (usant la descomposicié en valors singulars,
per exemple) consisteix a veure que una matriu M de dimensions n; X n, té
rang k si i nomeés si es pot escriure com a

M=ulevi+. - -+ukevk

per a determinats vectors u’ € R™, vi € R™2, i no és possible escriure aquesta
descomposici6 amb menys sumands (aqui #; ® v; s’ha de pensar com a la
matriu de rang u corresponent).

Una manera de generalitzar aquest concepte del rang per tensors és la
seguent.

DEFINICIO 2. El rang d’'un tensor T € R" @ - - - ® R és el menor enter k tal
que T es pot escriure com a

k
>Dulieut e eu™ (10)
-1

per a determinats u*/ € R"i, i € [m], j € [k]. Dit d’'una altra manera, un tensor
té rang k si es pot escriure com una combinacio6 lineal de k tensors de rang u
(purs), pero no com a suma d'un nombre menor de k tensors purs.

El rang simétric d’un tensor simetric T € S” (R™) es defineix com I'enter k
més petit tal que T = Z’jzl u/ ®u/®- - -®u’l per a determinats u/ € R™, j € [k].

Ja hem vist que els tensors que apareixen en el model d’independéncia
total son tensors de rang u. A continuacié donem exemples de tensors de rang
superior. En termes de geometria algebraica, donat que la varietat Seg([li’ﬁ,é1 X
- X [P’ﬁfm) esta formada pels tensors de rang u, el conjunt de tensors de rang k
es troba a la seva k-ésima varietat secant (de fet, la varietat secant és la clausura
en la topologia de Zariski d’aquest conjunt de tensors).

EXEMPLE (RANG TENSORIAL). En els tensors que codifiquen la distribuci6 de X
en el model de 'exemple model Bayes primari amb una variable latent Z que
pren valors en un conjunt C de cardinal k, el rang és com a maxim k. En
efecte, la propietat de Markov dona la factoritzaci6 de la distribucié conjunta,
i, marginalitzant sobre la variable latent Z, obtenim

p(xi,....,xm) = > p(2) || p(xilz)

zeC i=1
per a qualsevol conjunt d’observacions x = (x1,...,Xm,m) € X. Llavors, conside-
rant els vectors
u? = (p(x;i =0|z),...,p(xi=ri—1|z)) e RN, onzeC,i=1,...,m,
podem escriure la distribucio p = (p(x))xex € RX de X = (X1,...,X;m) com a
p=> p@u?e- - eum. (11)

zeC



150 Luis Sierra, Marta Casanellas i Piotr Zwiernik

Per tant, p té rang tensorial menor o igual que k. En particular, la distribucio
conjunta p a les fulles del model evolutiu sobre el tripode de I'exemple model
evolutiu en un tripode és un tensor de rang menor o igual a quatre.

EXEMPLE 3. Considerem el model introduit a la bossa de paraules. En aquest
cas, els vectors u;; coincideixen amb py, si z és el tema ¢y (i no depén de 1).
Llavors, I'expressi6 (11) esdevé

k
p=>pz=ch)un® - ®uy
h=1

i obtenim que p és un tensor simeétric de rang com a maxim k.

5.2 Descomposicio tensorial

Una descomposicié com la de (10) ha estat introduida en diversos ambits. Es
coneix com a descomposicio de rang tensorial o com a descomposicio poliadica
canonica (CP en anglés) o també factor paral-lel (PARAFAC); vegeu [43, 41].

Aquesta descomposicié no és Unica en general: es poden reescalar els
vectors u;; 0 permutar els sumands per obtenir una altra descomposicio.
Aquestes son ambigiiitats inherents que solen poder resoldre’s per a cada
aplicaci6 particular en que treballem. Restringint-nos a descomposicions es-
pecials, podem obtenir la unicitat modul aquestes ambigiiitats. Com en el cas
del teorema espectral per a matrius simetriques, ’ortogonalitat és un requisit
comu per descompondre tensors simetrics, pero no tots els tensors simeétrics
tenen una descomposicié ortogonal. La unicitat en la descomposicié CP (modul
permutacions i reescalatge) es pot obtenir per a tensors de baix rang, com
veurem a continuacio.

EXEMPLE 4. Considerem el model Bayes primari de I'exemple model Bayes pri-
mari amb m = 3 i deixem que k sigui el cardinal del conjunt d’estats de la
variable latent. A [47], 'autor va donar condicions explicites per a la identifica-
bilitat dels sumands (modul permutacions i escalars) en la descomposicié de
rang del tensor distribucié conjunta. Aquesta condici6é explicita es compleix
per a tensors generics del model si k és menor que el nombre 7; d’estats de
cada variable observada, i contrasta fortament amb la no unicitat de descom-
posicions de matrius de rang k com a sumes de matrius de rang u. A [1], els
autors mostren com aquest resultat basic es pot usar de manera potent per
establir la identificabilitat d'una gran classe de models de variables latents.

En el context dels arbres filogenétics com a I'exemple model evolutiu en
un tripode, aquest resultat es va redescobrir a [20]. En aquest cas, el resultat
diu que els parametres del model (la distribuci6é de nucleotids en la variable
latent i les probabilitats condicionades) es poden recuperar de manera Uinica
(modul permutacions) a partir de la distribucioé conjunta de les variables obser-
vades i es dona una construccio explicita per a la seva recuperacio6 utilitzant
descomposicions espectrals de determinades matrius extretes de la distribucio
conjunta.
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5.3 Rang tensorial no negatiu

Els tensors que provenen de distribucions de probabilitat, ja sigui discreta o
continua, formen un subconjunt especial dins de la classe de tots els tensors.
Per aquesta rao, i especialment per al cas discret, sovint és tutil parlar no del
seu rang com en (10), siné d’'una variant coneguda com a rang no negatiu: diem
que un tensor T té rang no negatiu com a maxim k si es pot escriure com la
suma de k tensors de rang u com abans

k
T=>uWe---eum™, udeRl, iecl[ml], jelk], (12)
j=1

on ara requerim que tots els vectors u®/ tinguin entrades no negatives. El
rang no negatiu denotat amb rank, és el menor enter k tal que existeix una
expressio com la de (12). El rang no negatiu no ha de coincidir necessariament
amb el rang usual d’un tensor, i per definici6 es té rank T' < rank, T. Per a més
generalitzacions i variants del rang de tensors, vegeu [48].

NoTA 4. Es un exercici senzill comprovar que la matriu segiient és de rang tres,
pero el seu rang no negatiu és quatre.

—_o O
OO = =
SO~ ~=O
—__-0 O

Aquest és un exemple senzill sobre com el rang classic i el rang no negatiu
poden diferir.

Determinar si els rangs classic i no negatiu coincideixen és un problema
NP-dificil. De fet, la factoritzacié no negativa de matrius és per si mateixa un
problema NP-dificil, tot i que mitjancant heuristiques de cerca local [88] es pot
aconseguir un rendiment polinomial. Afortunadament, hi ha condicions sota
les quals aquestes descomposicions de rang no negatiu son Uniques, i aquestes
estan estretament lligades la identificabilitat del model subjacent [67].

La descomposicié no negativa de tensors ha estat estudiada en el context
PARAFAC incloent-hi restriccions de no negativitat en quimiometria [14, 15],ies
pot interpretar també com una descomposicié de Bayes primari de distribucions
de probabilitat respecte a condicionals com es fa a [40].

Tenint en compte 'expressio a (1), el model d’independéncia total és un
exemple d'un tensor de rang no negatiu < 1. Per exemple, el subconjunt
de matrius 7| X ¥, amb rank; < 1 és la part no negativa de la varietat de
Segre PX1 x PX2, Les distribucions del model d’independéncia de dues variables
discretes corresponen a matrius en la intersecciéo de AX amb el conjunt de
matrius de rank, < 1.
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Els models de mixtura o de barreja (mixture model en anglés) fan ts implicit
del rang tensorial no negatiu. Per a un model estadistic 7 ¢ AX, el k-ésim
model de mixtura Mixt* (P) ve donat per

k
Mixtk (P) = {Z mipl:me Al ple T}.
i=1
Esta format per totes les distribucions de probabilitat de rang no negatiu menor
o igual que k i és també un model grafic amb variables ocultes. Un tractament
complet sobre aquesta relacié es pot trobar a [34].

Un cas important és el dels tensors de rang no negatiu < 2, que son clau en
I’estudi de models de Markov en arbres filogenétics amb estats binaris. El model
Bayes primari en 4 amb variables observades binaries i dues classes latents es
pot representar per tensors de dimensions 2 x 2 x - - - X 2 de rang no negatiu
com a maxim 2 i corresponen a mixtures de dues distribucions. Vegeu [3] per a
una caracteritzacié d’aquests tensors amb rank,; < 2 ila seva geometria.

EXEMPLE (MODELS TEMATICS). El model descrit a bossa de paraules és un clas-
sificador basat en el contingut del document, pero no és un model generatiu i
el seu potencial representatiu és limitat. Els models tematics (topic models en
angles), [11], s’utilitzen quan els documents poden exhibir més d'una tematica
i la classificacié del model bossa de paraules seria una aproximacié massa
restrictiva. Un exemple d’aquest tipus de model és el de I'assignacio latent de
Dirichlet (LDA) [12], que és un model generatiu que funciona com una xarxa
bayesiana (seccio6 3.1), on es té una colleccié de n documents i k temes, amb
la propietat que els elements poden pertanyer a diverses classes (és a dir, un
document pot tractar sobre més d'un tema).

Cada topic o tema es representen com a distribucions de probabilitat sobre
les paraules, i els documents es representen, al seu torn, com a distribucions
sobre temes latents. Per a cada document, s’assigna un escalar 6;; € [0,1] a
cada tema j € {1, 2,...,k} segons la seva adequaci6 al document, és a dir, la
probabilitat que el tema j aparegui en el document i, com un model de mixtura
en que assumim que el nombre total de temes k és conegut. Els pesos associats
als temes del document segueixen una distribuci6é de Dirichlet Dir(«), amb una
funci6 de densitat definida com a

1 ;-1
p(el’a):f(elli’glklaliiak):mJ:1 ijj ’
on B és la funci6 Beta que normalitza la distribucio. Els pesos 0; = (01, ...,0i) €

A*=1 sumen u i, per tant, formen una mesura discreta com teniem a la secci6 2.1.
D’altra banda, una paraula i té una probabilitat ;; de pertanyer al tema j, on
@ij segueix una distribucio de Dirichlet Dir(pB). Els tres conjunts de variables
aleatories que representen paraules, temes i documents es poden interpretar
com un model grafic. Concatenant aquests tres conjunts de variables, obtenim
de manera natural una xarxa bayesiana amb capes de variables en 'ordre
esmentat de predecessors a descendents.
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5.4 Metode dels moments

Fer aprenentatge en els tipus de models discutits a la secci6 3.3 genera molts
problemes. Els metodes de versemblanca, que sén una opcié popular per a
molts models simples, rapidament es tornen intractables en presencia de
variables latents. Amb poques alternatives bones, el meétode dels moments [64]
ara s’utilitza rutinariament en mixtures gaussianes [5] i en models d’arbres
latents [7], [6], [73]. Com que aquest métode és intrinsecament algebraic, el
descrivim amb més detall en aquest manuscrit.

La idea del metode és senzilla. Suposem que la parametritzacio del model
indueix una parametritzacio explicita d’alguns moments p = f(6) de la distri-
buci6 subjacent. Un estimador pel métode dels moments procedeix en dues
etapes: primer, es troba un bon estimador (i dels moments a partir de la mostra
i després es defineix 0 com una soluci6 de i = f(0).

Un problema evident d’aquest métode és que, per a un [ donat, no tenim
garanties que 'equaci6 fi = f(0) tingui soluci6. En certa mesura, aixo es pot
solucionar escollint adequadament uns moments determinats per a I’analisi.
Pero, fins i tot si existeix una solucid, pot ser que no compleixi algunes de
les restriccions necessaries. Per aquest motiu, el metode dels moments nor-
malment s’aplica cas per cas i requereix una bona comprensio de la classe de
models que estem tenint en compte.

A tall d’exemple, en el treball classic [63], es va utilitzar una mixtura de
dues variables gaussianes per modelitzar les mides de les parts del cos d'una
poblacié de crancs. Per fer-ho, Pearson va proposar un sistema d’equacions
que involucrava els primers cinc moments de la distribucio, i seguidament va
aconseguir eliminar les variables i va obtenir un polinomi de grau nou en una
Unica variable. Resolent el polinomi de grau nou resultant, va poder obtenir
els parametres de la distribucié de mixtura. Per a més detalls d’aquest primer
exemple basic del metode dels moments, consulteu [4].

EXEMPLE (METODE DELS MOMENTS PER A LA BOSSA DE PARAULES). Considerem
la bossa de paraules de I'exemple bossa de paraulesi suposem que el nombre m
de paraules en el document és almenys 3. Anandkumar et al. ([7]) van mostrar
que, fent servir moments d’ordre com a maxim tres, hom pot recuperar els pa-
rametres del model (és a dir, els vectors de les distribucions condicionades py, i
les probabilitats wy, = p(z = cp) pera h = 1,...,k). Aqui expliquem breument
aquest metode dels moments seguint [6, apéndix D].

Podem representar les paraules del vocabulari amb els vectors de la base

canonica eg,...,eq € R4, i considerem X tal que 'espai d’estats de X; sigui
D = {ey,...,eq}. Considerem les variables X; com a indicadors de la manera
seguent:

Xi = ej < lai-esima paraula del document és j.
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Aleshores els moments creuats d’aquests vectors aleatoris es corresponen amb
les probabilitats conjuntes:

E[X1 ® X2] = > p(x1 = ei,x2 = ej)ei ®e;
i

i obtenim

=

E[X1 ® X2] Z 2.p(z=c)p(xi=eilz=cn)plxz =ejlz=crlei®e;.
h=11,j

Amb la notaci6 introduida es pot escriure com a

k
E[X1 ® Xo] = D wntin ® Hn. (13)

h=1

De manera analoga obtenim
k
E[X1 ® X2 ® X3] = > Wniin ® Un ® Un.

h=1

Si prenem V = (up|...|ux) i D = diag(wy,...,wk), aleshores, considerant

M, = E[X; ® X»] com una matriu, podem expressar (13) com a
M, =VDVT, (14)

No es tracta d'una diagonalitzaci6 de E[X; ® X»] (llevat de quan V és ortogonal),
pero podem emprar técniques espectrals incorporant els moments de tercer
ordre. De fet, considerem M3 = E[X; ® X> ® X3] i per a qualsevol n € R4 definim
el 2-tensor M3 e np com a

(M3 o n)ij =D (M3)ijin.
!

Llavors, com a matrius tenim M3en=VD d(n)V",on d(n) =diag(u{ n,...,u;n),
isiM = (M3e n)Mz‘l, obtenim M = Vd(n)V~L. Prenent n amb entrades no
repetides, les columnes de V estan determinades pels vectors propis de M
(llevat de permutacions i multiplicacié per escalars). Un cop es recupera V,
wi ..., Wk soOn facilment recuperables mitjancant I'expressié (14).

Existeixen enfocaments més robusts per a I’estimaci6é de parametres uti-
litzant moments, pero van més enlla de I’abast d’aquest estudi. Val la pena
assenyalar que els parametres estimats pel metode dels moments també es
poden utilitzar com a pas inicial d'un algorisme EM (vegeu la nota 2); en aquest
cas, ’EM sovint convergeix a un maxim local després d’un sol pas; vegeu [97].
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6 Aplicacions de I'estadistica algebraica

6.1 Analisi filogenética

Un arbre filogenétic T sobre un conjunt L d’espécies (o altres entitats biolo-
giques) és un arbre amb les fulles etiquetades pels elements de L. La figura 4
mostra tal arbre amb fulles L = {huma, ximpanzé, gorilla, orangutanj}.

L’objectiu principal de la filogenetica és reconstruir la historia evolutiva del
conjunt L d’especies actuals a partir de la informaci6é proporcionada per una col-
lecci6é de molecules d’ADN associades a elles. Degut a I’estructura de doble hélix
de I'ADN, aquestes moléecules es poden interpretar com a paraules o seqiiéncies
en l'alfabet que representen els quatre nucleotids, {A,C,G,T}. Sota certes
hipotesis biologiques es pot suposar que cada posicié d’aquestes sequiencies
evoluciona independentment de les altres posicions i que les posicions estan
identicament distribuides.

huma gorilla
Me Mes Mes
Mez v Mé4
ximpanzé orangutan

FIGURA 4: Un arbre filogenétic amb conjunt de fulles donat per L =
{huma, ximpanzé, gorilla, orangutan}, node arrel +, i matrius estocasti-
ques per files associades al procés de Markov.

Si T és un arbre filogenétic, modelem la substituci6 de nucleotids en T
seleccionant primer un node interior ¥ que faci el paper d’arrel de I'arbre
(que podria representar I’ancestre comu a totes les especies de L) i dirigint
totes les arestes des de » per veure T = (V,E) com un DAG. Acadav € V
li associem una variable aleatoria X, prenent valors a § = {0,1,2,3} (en
representacié dels quatre nucleotids) i considerem la propietat de Markov
local sobre el DAG. Aquesta propietat és equivalent al fet que cada variable
aleatoria sigui independent de les seves variables no descendents donades
les observacions al seu node pare immediat, com s’expressa a (4). Es conegut
que, per obtenir la identificabilitat dels parametres, cal que I'arbre no tingui
nodes de grau 2. Per a un arbre de tres fulles, aquest model és el que es dona a
I'exemple model evolutiu en un tripode.

Per escriure la factoritzaci6 de la distribuci6é conjunta (1) sota aquest model
de Markov, codifiquem les distribucions condicionades en matrius estocasti-
ques per files: a cada aresta e = {u — v} € E associem M¢, una matriu 4 x 4
amb entrades Mg, =p(Xy = v|Xy = x), la probabilitat condicionada que un
estat x en el node ancestral u es vegi substituit per I’estat y en el descendent v.
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Aleshores, la probabilitat conjunta d’observar estats (nucleotids) x, a les
variables X,, perav €V, és

pixvlvev) =p(xr) [ M, .. (15)

e={u—-u'}ekE

En filogenética només tenim observacions per a les variables aleatories
trobades a les fulles de I'arbre, de manera que les variables aleatories als nodes
interiors son latents (ja que representen espécies extintes). Aixi, si el conjunt
de fulles L és [n], la probabilitat p;,...;, d’observar el nucleotid i; a la fulla j
per j € [n] es pot obtenir marginalitzant (15) sobre els nodes interiors:

Piyooiy = > p({xy}v).

{xvlvevixj=ij, jeln]

Per cada arbre filogenétic T sobre L = [n] definimcomap™ e RX =R%® M. @R
el tensor de la distribuci6 conjunta (pg...o, po---1,-- -, P3-..3) obtingut d’aquesta
manera. Aquest model s’anomena procés de Markov general sobre 'arbre
filogenetic.

Sil’arbre filogenetic que explica la historia evolutiva del conjunt L és conegut
i tenim unes seqiéncies d’ADN observades sobre el conjunt L, els parametres
del procés de Markov corresponent se solen estimar mitjancant un métode de
maxima versemblanca. No obstant aixo, un dels problemes principals en filoge-
netica és obtenir 'arbre T que s’ajusti millor a les dades: com que el nombre
d’arbres filogenetics creix superexponencialment en el nombre de fulles, no
és possible buscar exhaustivament per tot 'espai d’arbres. Aqui ’estadistica
algebraica té un paper important, tal com expliquem a continuaci6 (consulteu
també [17]).

A finals dels anys vuitanta, els biolegs Cavender, Felsenstein i Lake es van
adonar que algunes equacions polinomials satisfetes per les coordenades de p™
permeten distingir entre els diferents arbres que donen lloc a la distribucié.
Es a dir, hi ha equacions polinomials sobre les coordenades d’un tensor p €
R*®-". ® R* que es compleixen si p = pT per a alguns arbres T perd no per a
altres. Un exemple d’aquestes equacions prové de I'aplanament (flattening en
angles) del tensor, com detallem a continuacio.

Considerem una biparticié A|B de L = [n]: un subconjunt A i el seu com-
plement B = L \ A. Com teniem a la secci6 2.2, aquesta divisié indueix un

isomorfisme de I’espai de tensors a I'espai de matrius
RX = RX4 @ RXs — M x,1x1x51 (R)
(16)
p = (Px;-x,) — flattap(p),

onl’entrada (x4, xp) de flatt4)p(p) ésla coordenada de p que es correspon amb
la probabilitat d’observar estats x4 = {x;};ca ales fulles de Ai xp = {x1}icB
a les fulles de B. Per exemple, a 'arbre filogenetic de la figura 4, si les fulles
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huma, ximpanzé, gorilla i orangutan es denoten amb 1, 2, 3, 4, respectivament,
tenim que

Poooo Pooor  Po0002 --- P0033
pPoioo Poio1  Po102 --- P0133
flattyo34(p) = Poz200 Po201 Po202 .-+ Po0233
P3300 P3301 P3302 --- P3333

Suposem que p = p' per a algun arbre filogenétic T, i considerem una
bipartici6 A|B del conjunt de fulles induida per la supressio d'una aresta e de T,
que anomenarem biparticio d’aresta. Llavors flatt4p(p ™) es pot considerar com
una taula de probabilitat conjunta de les variables aleatories X4 = (X))jeca i
Xp = (X1)1ep. Per la propietat de Markov en T sabem que X4 1. Xp| Xy, on X,
és la variable oculta corresponent a un dels vertexs de e. Aquest és un model
de Bayes primari amb dues variables aleatories observades X4, X (m = 2) i
una de latent. Per tant, p T és un tensor de rang com a maxim quatre segons
I'exemple rang tensorial. En particular, flatt4z(p ") és una matriu de rang com
a maxim quatre perque (16) envia una suma de tensors de rang u a una suma de
matrius de rang u. Aixi doncs, hem obtingut la primera afirmaci6 del segiient
teorema:

TEOREMA 3 ([2]). Sigui T un arbre filogenétic i A|B una divisio del seu conjunt de
fulles L. Sigui p™ un tensor de distribucio obtingut per un procés de MarkovenT.
Aleshores, si A|B és una biparticio d’aresta en T, flattyg(p ") té rang menor
o igual a quatre. A més, si A|B no és una biparticio d’aresta en T, el rang
de flattap(pT) és més gran que quatre (sempre que p' compleixi determinades
condicions genériques).

Aixi doncs, 'anullacio dels menors 5 X 5 de flattz(p) defineix equacions
polinomials que es compleixen per a distribucions que provenen d’arbres
que tenen A|B com a biparticié d’aresta, pero que no es compleixen per a
distribucions en altres arbres. En lloc d’utilitzar directament aquestes equacions
algebraiques, és més natural calcular la distancia entre matrius de rang quatre
directament utilitzant valors singulars. Aquesta estratégia s’ha aprofitat per
proporcionar diversos metodes per a la reconstruccio filogenética; consulteu,
per exemple, [22, 37, 18].

6.2 Maquines de Boltzmann restringides

Considerem un conjunt de variables aleatories binaries V = {Xy,..., Xy, Y1,...,
Y} en els vertexs d'un model grafic no dirigit, on X = (Xi,...,X;) son les
variables observades i Y = (Y1,...,Y;,) son les variables ocultes. Aquests

models grafics, coneguts com a magquines de Boltzmann restringides (restricted
Boltzmann machines o RBM en angles) venen dotats d’una estructura de graf
bipartit de manera que Unicament hi ha arestes entre variables observades i
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variables latents; vegeu la figura 5. L’energia d’'una configuraci6 donada de
variables aleatories amb els seus parametres en aquest graf es defineix com la
funcio

n m
E(x,5;0) = = > bixi = >, cjyj— . Wijxiy),
i=1 j=1 {i,j}
on 0 = (W,b,c) son els parametres del model. La notacié que usem per als
parametres esta influenciada per la notaci6 en la literatura de perceptrons i
xarxes neuronals. A partir de I’energia, podem definir la probabilitat d’'una
realitzacié del vector aleatori com a

1
Z(0)

on Z(0) és la constant normalitzadora. Com podem veure per la connectivitat
del graf, les variables observades son independents entre elles condicionades
sobre les latents, i viceversa. La distribucié marginal de X es pot obtenir de
I'equacio (17) sumant sobre els estats de les variables latents vy € {0,1}™, i
després, mitjancant les manipulacions adients, obtindrem el producte segiient
(vegeu [57] per a més detalls sobre la derivacio i les maquines de Boltzmann en
general):

p(x,y;0) = exp(—E(x,y;0)), (x,y)e{0,1}"™ 17)

oy 1 o -
p(x;0) = o exp (b x)j]:[1(1+exp(w1x+cj))
(18)
LA SN "o
:Z(@)j]‘[l(Ajil_[lvﬁ(xi)+(1—Aj)ﬂpﬁ(xl))

per a A; entre zero i u, on w; és la fila j-ésima de W i p’;, p; son distribucions
que depenen exclusivament de x;. D’aquesta manera trobem una expressié que
ens recorda una distribucié producte g(x1,...,xn) = [[qi(x;) que lliga amb
un producte tensorial. Concretament, ’expressio de I’equaci6 (18) mostra una
estructura de producte tensorial de rang no negatiu dos, del tipus que hem
esmentat a la secci6 5.3. Ho veiem en I’equaci6 segiient, que fa explicita aquesta
connexio6 fent servir notacié tensorial:

1 o 7 4 rr rr
p:Z(Q)jl:[l(qfl®"'®an+qjl®"'®an)’

per a determinats q;, qj;- Aixi doncs, les RBM s6n un exemple d’un producte
de m factors tensorials de rang no negatiu com a maxim dos.

Aquests models han estat explorats i utilitzats en processament de la infor-
macio a [78] i a [39] com a precursor de les xarxes neuronals de dues capes, de
manera que les seves propietats com a aproximadors de funcions sén especial-
ment rellevants en aplicacions d’aprenentatge automatic. Els tensors de rang
no negatiu dos han estat descrits en termes de restriccions de submodularitat
a [3].
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FIGURA 5: Diagrama que mostra una maquina de Boltzmann restrictiva
com un model grafic amb cinc variables latents i cinc variables observa-
des.

NOTA 5. L’analisi de les distribucions que sorgeixen d’aquests tensors de
rang dos és remarcadament dificil. No obstant aixo, per al cas en que el model
és la suma de dos tensors 2 x 2 X 2, Seigal i Montufar ([75]) han demostrat que
el model de distribucions no degenerades (és a dir, les que cauen a l'interior del
simplex) son equivalents a un model grafic en un arbre amb una tnica variable
oculta de tres estats.

6.3 Components independents i models d’equacions estructurals

Considerem el model segiient per a un vector aleatori X,
X = Ag, (19)

on A € R"™*™ j ¢ és un vector aleatori (latent) amb una estructura de dependeén-
cia senzilla. Els models d’aquesta forma s’utilitzen extensament en aplicacions.
Depenent del context, podem imposar restriccions addicionals a la matriu A
o al vector aleatori (latent) . Per exemple, en separacié cega de fonts és habi-
tual suposar que A és invertible i que ¢ té components independents, [27]. La
proposicioé ens ajudara en aquesta discussio:

PROPOSICIO 4. Les components de X son independents si i només si el tensor
cumulant Kk, (X) és diagonal per a totv > 2.

El resultat anterior té conseqiiéncies importants en ciéncia de dades. En
I'analisi de components independents (ICA), es postula que el vector aleatori
observat X = (X1,...,Xmn) es pot escriure com una transformaci6 lineal Ag,
on ¢ = (&,...,&n) té components independents i A € R™*™ ¢és invertible.
Sota condicions febles sobre la distribuci6é del vector no observat &, podem
recuperar la matriu A a partir de les observacions X (llevat de permutacions
de files i canvis en els seus signes), [26]. A la practica aquesta recuperacio es
realitza amb els cumulants d’ordre baix k3(Y) i k4(Y), aprofitant el fet que
aquests son tensors diagonals.
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Donat que el vector € no s’observa directament, la pregunta principal és si
la matriu A es pot recuperar inicament a partir de les observacions de X. Sense
pérdua de generalitat, suposem que ¢ té mitjana zero i matriu de covariancia
identitat. Sota aquesta hipotesi, la covariancia de X satisfa Cov(X) = AAT,
cosa que ens permet identificar A modul I'accié del grup ortogonal sobre
Iespai de les columnes de A (AAT = (AQ)(AQ)T per a qualsevol matriu
ortogonal Q). Aquest resultat d’identificabilitat es pot millorar si &€ és no
gaussia. Concretament, en un treball clau, Comon ([26]) va demostrar que A es
pot recuperar llevat de permutacions i reescalaments de les columnes per a *1,
sempre que com a maxim una component de ¢ sigui normal. Sota condicions
generiques febles, A es pot recuperar a partir dels moments de tercer o quart
ordre de X. A la practica, molts metodes utilitzen aquests moments d’ordre
inferior.

Per connectar el model (19) a la nostra discussié sobre tensors, considerem
Uy (X)), iy () € ST(R™) com els moments tensorials de X i &, respectivament,
tal com hem introduit a la secci6 4.1. Suposem que ¢ té components indepen-
dents i, per tant, per la proposicio 4, u, (¢) és un tensor diagonal. Aixi mateix,
per la propietat multilineal dels moments, tenim que

Hr (X) = py (Ag) = Ao iy (),

on la notacié A e i, (¢) € S"(R™) és 'accié multilineal de A € R™* " go-
bre S” (R™):

(A ° “T(E))il,...,i‘r = z Ailjl Tt Airjr (IJT(E))jl!'-'!jV'
jlr---,jr

En altres paraules, 'equacio6 (19) estableix que, per a tot v > 2, el tensor mo-
ment 7-eésim de X és de la forma A ¢ D, per a A € R™ ™ j un tensor diago-
nal D € S"(R™). La pregunta es converteix, doncs, en: en quins casos permet
aquesta condicio, per a r fixada, identificar la matriu A? Com que la matriu
de covariancia ja ens permetia identificar A modul ’accié del grup ortogonal,
podem reformular-ho de la manera segiient. Suposem A e D = (AQ) « D’ per
a A invertible i Q ortogonal, on D, D’ sén tensors diagonals; equivalentment,
Q ¢ D’ és diagonal. Llavors, podem concloure que Q ha de ser una matriu
de permutacio6 llevat de signes? Per a més detalls sobre aquest enfocament,
vegeu [55].

EXEMPLE 5. Considerem el cas v = 3, m = 2. La condicié que Q D’ sigui
diagonal per a un tensor diagonal D’ es pot expressar pel sistema d’equacions
cubic en les entrades de Q:

(Q e D')112 = Q},Q21Dy; + Q7,Q22D5y, = 0,
(Q e D')122 = Qu1Q35, D}y + Q12Q3,D5,, = 0.

En forma matricial aixo és

o.[an o [an o [pju]_[o
0 Q2 0 Q2 D5 | |0
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Com que Q és ortogonal, cadascuna de les matrius diagonals anteriors han
de ser o bé la matriu de zeros, o bé invertibles. Si alguna de les dues és
idénticament zero, aleshores Q ha de ser una matriu de permutaci6 llevat de
signes, i 'equaci6 se satisfa trivialment. Si ambdues matrius sén invertibles,
I'equaci6 només es pot satisfer si Dj;; = D5, = 0, i en aquest cas D’ es
correspon amb el tensor idénticament zero. Aixo ens mostra que, mentre D’
sigui un tensor diagonal diferent de zero, Q e D’ és diagonal només si Q és una
matriu de permutacio6 signada.

En la majoria d’aplicacions suposem que ¢ té components independents,
pero també és possible relaxar aquestes condicions (per exemple, en el model
de variancia comuna). Per a més motivacio i resultats basics, vegeu [55]. Addi-
cionalment, el cas sobredeterminat on A és una matriu rectangular és altament
rellevant a la practica; vegeu [91] per als detalls.

Els models de la forma (19) també s’han estudiat extensivament en el context
d’analisi de la causalitat, i, en aquest ambit, la matriu A pren una estructura
especial. Pearl ([62]) considera el model segiient d’equacions estructurals definit
sobre un graf dirigit:

Xi = fi(pa(i), &), i=1,...,m,

és a dir que cada variable del sistema es pot expressar com una funci6 dels
seus nodes predecessors i un terme d’error &;. Aquest sistema és no lineal i
no parametric, pero generalitza la versi6 lineal ampliament utilitzada en els
camps de 'economia i les ciencies socials que hem presentat a (9). Per al cas
del model lineal, es pot escriure de forma compacta com a

X =AX+¢,

on A;j = 0 tret que j — i sigui una aresta de G. Prenent A = (I, — A) 7},
recuperem el model que teniem a (19).

Donat que, en aquest context, la matriu A té una estructura particular,
podriem aspirar a identificar-la directament amb la matriu de covariancies
de X. Per a resultats en aquesta direccio, vegeu [33, 35, 38]. L'exemple segiient
ha estat adaptat de [32].

EXEMPLE 6. Fumar durant ’embaras afecta el pes en néixer del nad6? Per
respondre aquesta pregunta, suposem que un estudi registra el nivell de taba-
quisme matern durant ’embaras (X;) i el pes en néixer d'un nadoé (X»). Suposant
que existeix un efecte causal del tabaquisme sobre el pes en néixer, pretenem
quantificar aquest efecte. A la practica, se centren les dades i es fa servir un
model lineal:

X1 =¢€1, Xo=2A1X)+é&;

I'objectiu és inferir 'efecte Aqp. Si €1, €2 son variables no correlacionades de
mitjana 0, podem fer servir que Cov(Xi, X2) = A2 Var(X;) per recuperar A2 a
partir de la distribucié observada.
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Una altra generalitzaci6 important és la d’incloure variables latents a (9) per
modelitzar potencials variables de confusio. Aquestes poden distorsionar les
relacions de causalitat observades entre les components de X; vegeu [8, 86].
L’exemple a continuaci6 ha estat adaptat també de [32].

EXEMPLE 7. L'efecte Aq» de I'exemple anterior pot no ser directe i pot veure’s
distorsionat per altres variables de confusi6 latents. Per exemple, factors de
predisposicié genetica o socioeconomics poden afectar tant I’habit de fumar
com el pes en néixer dels nadons. En aquesta situacio, la inferéncia sobre
el quocient Cov(Xy, X>)/ Var(X;) no seria valida. Una possible soluci6 és la
d’introduir una «variable instrumental» que influencii directament el nivell de
tabaquisme pero no el pes en néixer, i que no estigui influenciada per la variable
latent. Seguint la bibliografia, es pot emprar una variable instrumental X3 que
mesuri els impostos sobre el tabac. Les equacions lineals que defineixen el
model amb la variable latent H vindrien donades per:

X1 =Ag1 + A51 X3 + A H + &,
X2 = )\()2 + A2 X + AgoH + &,
X3 =Ao3 + &3,
H = Aoy + €q,

on els errors {&1, &2, €3, €y} sOn independents dos a dos. D’aqui se segueix
que I'equacié Cov(X», X3) = A2 Cov(X1, X3) se satisfa per a aquest model i,
sempre que Cov(Xp,X3) # 0, podrem deduir propietats de A;» a partir del
quocient Cov(X>, X3)/ Cov(X1, X3).

Un altre problema conegut en l'analisi de causalitat és si ’estructura del
graf es pot recuperar a partir de les observacions de X. Un altre cop, aixo
requereix moments d’ordre superior de les dades, la no gaussianitat, i els
resultats d’identificabilitat com els que hem presentat per ICA; vegeu [77].
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